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Ueber die Natur der Elektricitätsleitung in 
elektrolytischen Glühkôrpern. 
Von | 
Emil Bose. 
Mit einer Tafel. 


Vorgelegt von Herrn Nernst in der Sitzung am 11. Januar 1902. 


Es ist eine bekannte Thatsache, daB reine Substanzen stets 
nur ein sehr kleines elektrolytisches Leitvermôügen besitzen; wir 
haben es daher in weitaus den meisten Fällen elektrolytischer 
Leitung mit Lüsungen zu thun. Dies gilt nicht nur für den 
flüssigen Aggregatzustand, dem die meisten Objekte der Elek- 
trolyse angehôüren, sondern auch für die bisher nur in ver- 
hältnismäBig geringer Zabl untersuchten festen Elektrolyte 1). Unter 
diesen letzteren stehen zur Zeit im Vordergrunde des Interesses die 
schwerschmelzbaren Metalloxyde, deren Verwendung in dem vonHerrn 
Prof. Nernst erfundenen elektrolytischen Glübhlicht eine genauere 
wissenschaftliche Untersuchung über den Mechanismus ihrer Leitung 
wünschenswert erscheinen lief. Auch in den Nernst’schen Glüh- 
kôrpern haben wir es nicht mit reinen Oxyden, sondern mit festen 
Lüsungen eines oder mehrerer Oxyde in einem anderen Oxyd zu 
thun. Der analogen Ueberlegung wie bei flüssigen Elektrolyten 
entsprechend, sollte man nun annehmen, daf ein solcher Glühkürper 
nur dann seine Zusammensetzung bewahren würde, wenn man 
denselben mit Wechselstrom speist.  Durch Gleichstrom würde 
man eine ziemlich schnelle Zerstôrung des Stiftes zu erwarten 
haben, denn da das Gewicht des Oxydes bei einem normal mit 
0,9 Ampère beanspruchten Stifte nur ca. 0,1 g beträgt, welche 
Menge rund 300 Coulomb zur Zerlegung erforde:t, so würde nach 


1) Nernst und Reynolds Gôttinger Nacbr. Math.-phys. KI. 1900. Heft 3. 
Fritsche, Wied. Ann. 60. 300 (1897). 
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etwa B Minuten die gesamte Substanz des Stiftes elektrolytische 
Zerlegung erfahren haben. Dieser Ueberlegung gegenüber muf 
die Thatsache frappiren, daf ein solcher Glühkôrper hunderte 
von Stunden mit Gleichstrom zu brennen vermag, wobei eine 
Elektricitätsmenge den Stift passirt, die mehrere tausendmal grôfer 
ist als die zur elektrolytischen Zerlegung seiner Masse erforder- 
liche. Daraus folgt, daB, wenn die Leitung im Stift eine reine 
elektrolytische ist, ein Procef stattfinden muf, welcher den 
jeweiligen Effekt der Elektrolyse vernichtet. Die Natur dieses 
regenerirenden Processes kommt in der von Prof. Nernst gege- 
benen Theorie dieser Leitung ‘) durch das Wort ,Reststrom“ zum 
Ausdruck. Danach hätten wir im Innern eines solchen Stiftes 
beim Stromdurchgang einen Vorgang anzunehmen, wie ibn Helm- 
holtz *) für die Convektionsstrôme in einer elektrolytischen Troge 
beschreibt, indem das an der einen Elektrode freigewordene Gas 
zur andern Elektrode diffundirt und dort als Depolarisator dient. 

Unter Annahme eines solchen Reststromes kônnten wir uns 
die Vorgänge in einem Nernst'schen Glühkôrper folgendermafen 
vorstellen. Wir haben in den Oxyden wahrscheïnlich Leiïter, bei 
denen die Wanderungsgeschwindigkeit w des Kations sehr viel 
kleiner ist als die des Anions. Es wird also die Stromleitung 
zumeist durch die Wanderung von Sauerstoffjonen bestritten, 
wäbrend die Metalljonen im stationären Zustande keine Ver- 
schiebung erleiden. Der am positiven Pol (Anode) freigewordene 
Sauerstoff diffundirt im Innern des Stiftes zur Kathode zurück, 
um daselbst das dort abgeschiedene Metall wieder zu oxydiren. 
Der den Stift gleichzeitig umgebende, auch seine Poren durch- 
dringende Luftsauerstoff befôrdert den Vorgang und erhôht den 
Effekt desselben, soda die Lebensdauer des Stiftes in Luft 
wesentlich wächst im Vergleich zum Vakuum. Wir kônnen uns 
das Funktioniren des Stiftes nun einmal etwa so vorstellen, da 
wir den Sauerstoff an der Anode als Gas frei werden und eben- 
soviel an der Kathode verbrauchen lassen. Dann fände der Kreis- 
lauf des Sauerstoffs in einem das GefäB umgebenden Luftraum 
derart statt, dafi innerhalb des Stiftes, d. h. im Elektrolyten der 
Sauerstoff von der Kathode zur Anode wandert, auBerhalb des 
Stoffes, d. h. im umgebenden Luftraum und in den Poren desselben 
speciell in dem innern Rührchen der dickeren Stifte, dagegen von 
der Anode zur Kathode strômt. Wir würden dann den Vorgang 


1) Ztscb. f. Elektroch. 6, 41 1899. 
2) Pogg. Ann. 150, 489 (1877). 
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als eine Elektrolyse mit vorzüglichem Depolarisator, dem atmos- 
phärischen Sauerstoff, aufzufassen haben. Der Umstand, daB der 
kathodische Depolarisator an der Anode regenerirt wird, dürfte 
dann die Bezeichnung ,äuBerer“ Reststrom rechtfertigen im Gegen- 
satz zum folgenden. Andererseits kôünnten wir nämlich annehmen, 
daf das Material der Glühkôürper bei der hohen Temperatur ein 
gutes Lüsungsmittel für Sauerstoff abgiebt und die Rückdiffusion 
des Sauerstoffs zur Kathode also in der festen Lüsung stattfindet. 
In diesem Falle hätten wir einenreinen ,innern“ Reststromvorgang 
ganz analog dem Helmholtz'schen Beïispiel. Wahrscheinlich finden 
beide Vorgänge gleichzeitig statt. 

Durch die folgenden Versuche, welche ursprünglich zu gänz- 
lich anderen Zwecken, nämlich zur Entscheidung der Frage, ob 
ein elektrolytischer Leiter Kathodenstrahlen auszusenden vermag, 
unternommen wurden, findet nun in der That die Nernst'sche 
Annahme einer elektrolytischen und zwar speciell einer Reststrom- 
leitung in den Elektrolytglühkôrpern eine vüllige Bestätigung. 

Montirt man einen Glühkôrper so in einem Glasgefäf, daf 
man ihn zum Anzünden herausnehmen und nach dem Wiederein- 
setzen das GefäB mit Hülfe einer Quecksilberluftpumpe auspumpen 
kann, während der Stift brennt, so bemerkt man zunächst folgendes. 
Je weiter man evakuirt, desto besser beginnt der Stift zu leiten, 
die Spannung nimmt ab, der Strom nimmt zu‘) Da dieser 
Leitfähigkeitszuwachs keineswegs durch erhôhte Temperatur des 
Stiftes bedingt sein konnte, lieB sich besonders deutlich beobachten, 
wenn man auBer dem eigenen Widerstand des Stiftes noch viel 
Vorschaltwiderstand im Stromkreis hatte, soda die Stromstärke 
nicht erheblich steigen konnte. Dann nahm fast lediglich die 
Spannung des Stiftes rapid ab, mit ihr der Energieverbrauch und 
der Stift brannte schlieflich nur ganz dunkelrot, während er bei 
Atmosphärendruck in hellster Weinglut geleuchtet hatte. LieB 
man wieder Luft einstrômen, so hatte man fast momentan die 
alte Helligkeit wieder, der Stift verhielt sich in Bezug auf Strom 
und Spannung ganz wie vorher. 


Da die Widerstandsänderung eine so enorm grofe war, [die 
Leitfähigkeit kann auf mehr als das Zehnfache wachsen] so wurde 
die Erscheinung genauer untersucht. Es ergab sich zunächst, 
daB nach längerem Brennen im Vakuum der Stift sein Aussehen 
vüllig verändert hat. Um das konstatiren zu kônnen, muf man 
den Stift im Vakuum ausgehen lassen und dann erst Luft eintreten 


1) Vgl. Experimentelle Belege, Tabelle I u. II. 
3 #* 
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lassen. Der Stift, der vorher rein weiB aussah, zeigt dann eine 
dunkelgraue, nach langem Auspumpen sogar eine tiefschwarze 
Farbe mit deutlichem Metallglanz, der bei gewôhnlicher Temperatur 
an der Luft auch erhalten bleibt. Erhitzt man aber den Stift 
eine kurze Zeit zum Glühen, so nimmt er die alte rein weife 
Farbe allmählich vollständig wieder an und zeigt beim Brennen 
unter den ursprünglichen Bedingungen auch sofort wieder die 
niedrige Leitfähigkeit. Die Aenderung des Aussehens ist also 
direkt mit der Widerstandsänderung verknüpft und durch Glühen 
an Luft rückgängig zu machen. 

LäBt man den Stift nicht erst in Vakuum erlôschen, sondern 
läft man zuerst Luft ein, so bekommt man den geschwärzten 
Stift garnicht zu sehen, da die Aenderung durch das Weiterglühen 
in Luft sehr schnell rückgängig gemacht wird. 

Die Gesamtheit dieser Erscheinungen deutet darauf hin, daë 
im Vakumm eine mehr oder weniger weitgehende Reduktion des 
Stiftes stattgefunden hat, und da8 das freigewordene Metall beim 
Glühen an Luft wieder verbrennt. 

Dem entspricht auch eine Erscheinung, welche alsbald beob- 
achtet wurde und zunächst groBes theoretisches Interesse zu ver- 
dienen schien. Es zeigte sich nämlich, daf, während ohne Brennen 
des Stiftes mit der Quecksilberluftpumpe sich leicht ein Vakuum 
erreichen lie, bei welchem nur noch die grüne Fluoreszenz des 
Glases in dem Kathodenrobr sichtbar war, beim Glühen des Nernst- 
stiftes das Vakuum sich nicht bis zum Verschwinden des blauen 
Lichtes treiben lie. Zwar lieB sich brillante Fluoreszenz erreichen, 
nicht aber bei sonst vüllig dunkelem Rohre. Auch beliebig langes 
Pumpen brachte keine Verbesserung des Vakuums mehr hervor. 
Zunächst schien das Resultat dafür zu sprechen, da8 bei der 
hohen Temperatur die Dissociationsspannung der Oxyde erreicht 
wäre, was zu interessanten Folgerungen AnlaB geboten haben 
würde. Es ergab sich aber bald, dafi diese Vermutung durchaus 
nicht richtig war und da die Gasproduktion des Stiftes lediglich 
Produkt der Elektrolyse ist. Dies erhellt aus folgenden That- 
sachen. Brennt man den Glühkôrper statt mit Gleichstrom mit 
Wechselstrom, so findet keinerlei erhebliche Aenderung der Leit- 
fähigkeit statt. [Vergleiche: Experimentelle Belege, Tabelle 111]?) 


1) Die Resultate zcigen bei niederen Belastungen meist nur Leitfähig- 
keitszunabmen, die noch vüllig innerhalb der müglichen  Versuchsfebler 
liegen. Erst bei der hôchsten Belastung treten im besten Vakuum merkliche Leit- 
fähigkeitsverbesserungen auf, die wohl zcigen, daf die Wechselzahl des Stromes 
nicht gro8 genug ist, um die lolarisation der Elektroden zu verhindern. Während 
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Das Aussehen des Stiftes blieb bei beliebig langem Brennen im 
besten Vakuum ungeändert, es fand also keine erhebliche Reduktion 
zu Metall statt und das Vakuum lieB sich beim Brennen des Stiftes 
mit Wechselstrom genau so hoch treiben als dies nur irgend ohne 
Glühen des Stiftes müglich war, der Stift gab also beim Brennen 
mit Wechselstrom keine merklichen Mengen Gas ab. Demnach ist 
die Annahme, da die Dissociationsspannung des Stiftes erreicht 
werde, sogleich fallen zu lassen, dafür läft sich aber aus dieser 
Thatsache ein strikter Beweis für die elektrolytische Leitung im 
Oxyd entnehmen. Sauerstoff läft sich aus dem Stift nur frei 
machen mit Gleichstrom, wo er an der Anode in Freiheit gesetzt 
und wenigstens zum Teil dem Gasraum zugeführt wird. Zwischen 
den Annahmen eines ,inneren“ oder ,äuBeren“ Reststromes läft 
sich damit aber nicht entscheiden, denn die Beeinflussung der 
Leitfähigkeit durch das Vakuum findet sowohl im einen, wie im 
andern Falle eine plausible Erklärung. Nehmen wir einen rein 
»äuBeren“ Reststrom an, d. h. lediglich kathodische Depolarisation 
durch den umgebenden Luftsauerstoff, so ist es erklärlich, daB 
bei dem niedrigen Druck resp. Partialdruck des Sauerstoffs die 
Zufuhr desselben an der Kathode zu langsam erfolgt und zur 
sofortigen Verbrennung des Metalls nicht mehr ausreicht. Nehmen 
wir einen rein ,inneren“ Reststrom an, so ist das Oxyd in der 
Nähe der Anode dem Vakuum gegenüber stark mit Sauerstoff 
übersättigt und es geht bei der Diffusion bis zur Kathode viel 
davon verloren. In Wabrheit wird wohl weder das eine noch das 
andere Extrem streng erfüllt sein, sondern beide Vorgänge werden 
thatsächlich nebeneinander stattfinden. Der Vorgang der Leitfähige 
keitsänderung im Vakuum gestaltet sich dann wahrscheinlich 
folgendermaBen. Das an der Kathode abgeschiedene Metall vermag 
nicht vollständig verbrannt zu werden, sondern bildet, da es unter 
sehr hoher Stromdichte zur Abscheidung gelangt, feine Dendriten, 
die in der Masse des Stiftes linear der Anode entgegenwachsen. 
Je unvollständiger nun die Oxydation stattfindet, desto weiter 
erstreckt sich das Metall von der Kathode aus'). Das abgeschiedene 


der Zeit anodischer Polarisation entweicht dann an den Elektroden doch etwas 
Sauerstoff ins Vakuum, sodaB an beiden Elektroden kleine Metallmengen übrig 
bleiben, welche die besscre Leitfähigkeit bedingen. Jedenfalls sind diese Aende- 
rungen gar nicht zu vergleichen mit den bei Gleichstrom auftretenden und auf 
die durch Polarisation eintretende scheinbare Verkürzung des Stiftes zurück 
zu fübren. 

1) Es ist nicht notwendig anzunehmen, daf nur das Metall des ,gelüsten“ 
Oxydes abgeschieden wird, sondern es kann wie bei der Elektrolyse einer Alkalilüsung 
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Metall vermag sich, allerdings erst bei fortgesetztem Wegpumpen 
des Sauerstoffs, der Anode, d. h. den stromzuführenden Platin- 
drahtlagen, bis auf Bruchteile eines Millimeters zu nähern. In 
nächster Nähe der Anode genügt allerdings wohl stets die in 
Freiheit gesetzte Sauerstoffmenge zur vülligen Verbrennung des 
Metalls, sodaB ein direkter metallischer NebenschluB zu dem Oxyd 
niemals mit Sicherheit konstatirt werden konnte. Dagegen haben 
wir bei dem im Vakuum brennenden Stift ein System, das von 
der Kathode aus neben elektrolytischer Leitung auf eine mehr 
oder weniger groBe Strecke einen metallischen Nebenschluf besitzt, 
während an der Anode ein allerdings oft nur sehr kurzes Stück 
mit rein elektrolytischer Leitung existirt. Der metallische Neben- 
schluB ist am beträchtlichsten an der Kathode, von wo ausgehend 
die dunkle Färbung nach der Anode zu ganz kontinuirlich abnimmt. 

Bei fortgesetzten Entfernen des Sauerstoffs wird der Stift 
der ganzen Länge nach metallglänzend und tiefschwarz. Ich 
habe es jedoch nicht erreichen kônnen, daB ein solches zum Teil 
metallisch leitendes Stück, mit zwei Drähten berührt, gut geleitet 
hätte, vielleicht, weil an der Oberfläche Oxydation des Metalles 
stattfindet und man das Metall nur durch eine dünne Schicht 
Oxyd hindurch sieht, vielleicht aber auch, weil die Lebensdauer 
der Stifte im Vakuum unter fortwährendem Wegpumpen des 
Sauerstoffs in der Regel nicht lang genug ist, um bis zu wirklich 
guter Leitfähigkeit zu gelangen. Durch die Leitfähigkeitsänderung 
infolge Metallausscheidung erklärt sich auch der polare Unter- 
schied, den man in freier Luft bei Elektrolytglühkôrpern, die mit 
Gleichstrom gebrannt werden, gewahrt. Betrachtet man nämlich 
einen solchen Glühkôrper durch ein dunkelblaues Glas, so bemerkt 
man, daB sein kathodisches Ende dunkler als der übrige Stift 
erscheint. Es rührt dies einfach davon her, daB selbst in Luft 
stets ein kleiner Teil des Metalles in Freiheit sich befindet und 
die Leitfähigkeit verbessert, sodaf auf einen gleichen Bruchteil 
der gesamten Stiftlänge an der Kathode weniger Energie verbraucht 
wird. In der That beobachtet man auch, da das kathodische Ende 
etwas geschwärzt ist. Diese Schwärzung ist es, welche mit ab- 
nehmendem Luftdruck immer grüfer wird. Da dieselbe bei Wechsel- 
strombetrieb des Stiftes nicht auftritt, ist sie als deutlich polare 
Erscheinung mit Recht schon stets als ein Beweis für die elektro- 
lytische Leitung im Stift angeschen worden, wenngleich erst die 


statt des Alkalimetalls der Wasserstoff, hier das Metall des ,Lôsungsmittels“ 
zur Abscheidung gelangen, welches dann das edlere wäre. 
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vorliegenden Versuche eine Erklärung für die Erscheinung selbst 
und ihren direkten Zusammenbang mit der Elektrolyse ergeben. 

Hierbei dürften noch zwei Punkte Erwähnung verdienen, 
welche mit der kathodischen Schwärzung des Stiftes in direktem 
Zusammenhang stehen. ÆErstens ist es eine den Construkteuren 
von Nernstlampen wohlbekannte Thatsache, daB die Lebensdauer 
eines Glühkôrpers durch Polwechsel sehr herabgesetzt werden 
kann. Diese Erscheinung hängt mit der teilweisen Reduktion 
der Stifte in engster Weiïise zusammen und kommt daher im Vakuum 
sehr viel stärker zum Ausdruck. Es zeigt sich nämlich, daf ein 
im Vakuum erloschener Stift, besonders wenn er ziemlich weit- 
gehend reducirt ist, beim Wiederanzünden oder auch schon beim 
bloBen Erbhitzen in der Gebläse-Flamme zerspringt und zwar häufig 
unter heftigem Dekrepitiren, etwa wie Kochsalz in der Flamme, 
Dies spricht für das Vorhandensein innerer Spannungen, welche 
in der Masse des Stiftes wohl dadurch zustandekommen, daB das 
reducirte Metall bei der Oxydation Volumzunahme erfährt. Diese 
Aenderungen treten nun beim Umpolen eines Stiftes sebr schnell 
auf und sie môgen daher wohl die Lebensdauer des Stiftes her- 
absetzen. 

Ferner ist es eine einfache Folge der durch die Reduktion 
verbesserten Leitfähigkeit, daB der Stift in den besser leitenden 
Teilen dunkler brennt und niedrigere Temperatur hat. Da aber 
mit steigender Temperatur die Nutzleistung schnell steigt, d. h. 
der Wattverbrauch pro Kerze sinkt, so folgt, daB die dunkleren 
Partien des Stiftes den Nutzeffekt des übrigen Stiftes etwas 
herabdrücken, d. h. daB ein mit Wechselstrom brennender Stift 
ceteris paribus einen etwas besseren Lichtnutzeffekt zeigen wird !). 
Die verbesserte Leitfähigkeit und damit sinkende Temperatur des 
kathodischen Endes ist aber nicht der einzige Grund für den 
herabgesetzten Nutzeftekt, sondern es wird auch die Qualität der 
Lichtemission geändert, indem das ausgeschiedene Metall den 
reducirten Teil des Stiftes zu einem schwarzen Kôrper macht, 
während der sonst gute Lichtnutzeffekt des Glühkôrpers jedenfalls 
zu einen erheblichen Teile auf dem selektiven Emissionsvermügen 
der seltenen Erden beruht. Da der Lichtnutzeffekt des zum Teil 
reducirten, also schwarzen Stiftes im Vakuum sehr viel schlechter ist 
als der des ursprünglichen Stiftes, geht aus den Beobachtungen 
der Tabellen I u. 1I zur Evidenz hervor. 


1) Nunmebr ist auch wegen der am einen Ende verbesserten Leitfähigkeit bei 
Gleichstrom verständlich, warum ein und derselbe Stift bei gleicher Stromstärke 
mit Wechselstrom eine etwas hühere Spannung hat als mit Gleichstrom. 
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Besonders charakteristisch und zur Diskussion der beobach- 
teten Erscheinungen geeignet sind diejenigen Versuche, bei 
welchen während des Brennens im Vakuum der Uebergang von 
Gleichstrom zu Wechselstrom durch einfaches Umschalten bewerk- 
stelligt werden konnte. Hier zeigte sich folgendes. Der mit 
Gleichstrom geheizte Glühkôrper zeigte die besprochenen Er- 
scheinungen besserer Leiïtfähigkeit, -beim Uebergang zu Wechsel- 
strom stellte sich jedoch schnell die normale Charakteristik des 
Stiftes wieder her, indem bei der hohen Temperatur das Metall 
wieder verbrannt wurde. Je weniger Sauerstoff jedoch vorhanden 
far, desto langsamer vollzog sich, wie zu erwarten, dieser Vorgang, 
und bei ziemlich weitgehender Reduction wurden überhaupt nicht 
mehr die normalen Werte von Spannung und Strom erreicht, da 
die im Vakuum vorhandene Sauerstoffmenge dann zur Verbrennung 
des Metalls nicht mehr ausreichte. Entsprechend dem energischen 
Verbrauch von Sauerstoff beim Uebergange von Gleichstrom zu 
Wechselstrom wurde das Vakuum dabei ganz erheblich verbessert, 
zumal wenn durch längeres Auspumpen bei Gleichstrombetrieb das 
Rôhrensystem gehôrig mit Sauerstoff ausgewaschen, der Stickstoff 
der Luft also weitgehend entfernt war. Dann war die Aufbesserung 
des Vakuums derart, daB sie bis zum besten Kathodenstrahlvakuum 
und zum vôülligen Verschwinden des übrigen Leuchtens im Entladungs- 
rohr führte. Bei Rückkehr zum Gleichstrom trat sofort wieder die 
Verschlechterung des Vakuums ein. Diese Erscheinung lieB sich 
beliebig oft wiederholen. Allerdings muB erwäbnt werden, daf 
die Lebensdauer des Stiftes im Vakuum durch die Reduktion 
schon sehr herabgesetzt wird und durch häufigen Wechsel von 
Gleich- und Wechselstrombetrieb wohl noch sehr viel mehr herunter- 
gedrückt wird. Die beim Wechsel von Gleichstrom und alter- 
nirendem Strom beobachteten Erscheinungen werden durch Tab. IV 
und Taf. I der experimentellen Belege veranschaulicht. 

Wenngleich es nicht môglich war, eine zahlenmäfige Angabe 
über die Dissociationsspannung der glühenden Oxyde zu gewinnen, 
so kann doch aus der Verbesserung des Vakuums, die beim 
Wechselstromglühen eines erheblichen reducirten Stiftes beobachtet 
wurde, gefolgert werden, daB selbst bei den hôchsten erreichten 
Temperaturen die Sauerstoffspannung der Oxyde kleiner ist als 
dem Gasdruck des besten Kathodenstrahlvakuums entspricht. Nimmt 
man die schnelle Abnahme der Dissociationsspannung mit der 
Temperatur hinzu, so muf man bei gewôhnlichen Temperaturen 
zu ganz unvorstellbar kleinen Drucken gelangen. 

Da sich schon durch systematisches Auspumpen der Sauerstoff 
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dem Stifte entziehen läft, so stand zu erwarten, daB eine Reduktion 
durch Wasserstoffgas ebenfalls zu erzielen sein würde. Dies erschien 
mir besonders auch deshalb wahrscheinlich, weil Versuche, die von 
Alex. J. Wurts im Auftrage der Westinghouse-Gesellschaft ange- 
stellt wurden !), für einen Glühkürper in Sauerstoff eine ähnliche 
Charakteristik ergeben hatten, wie für einen Glühkôrper im 
Vakuum. Es zeigte sich aber, daf in der Wasserstoffatmosphäre 
durchaus keine erhebliche Reduktion stattfindet, sondern daf der 
erhôhte Energieverbrauch einfach auf die vorzügliche Wärmeleitung 
der Wasserstoffatmosphäre zurückzuführen ist. Diese genügt auch 
vüllig zur Erklärung für die vonWurts beobachtete Charakteristik 
der Glühkôrper im Wasserstoff. Die in der Wasserstoffatmosphäre 
erhaltenen Resultate werden durch Tab. V der experimentellen 
Belege demonstrirt. Der dort angeführte Versuch zeigt deutlich, 
wie die Spuren Sauerstoff, welche als Verunreinigung des Wasser- 
stoffgases mit in die Nähe des Stiftes gelangen, genügen, um die 
vorher im Vakuum erzielte Reduktion und die damit verbesserte 
Leitfähigkeit des Stiftes wieder zu verschlechtern. Es bleibt 
also nicht einmal die durchs Auspumpen erhaltene Widerstands- 
änderang erhalten. Wenn man nun auch durch Anwendung sehr 
reinen, d.h. in diesem Falle von Sauerstoff befreiten Wasserstoffs 
vielleicht erreichen künnte, daf die Leitfähigkeit des Stiftes er- 
halten bliebe, so ist doch aus den Resultaten genügend zu ersehen, 
daB jedenfalls ein Weitergehen der Reduktion vermüge der Wasser- 
stoffatmosphäre nicht zu erwarten ist. Nach dem Gesetz der 
chemischen Massenwirkung gilt für die Wasserbildung aus Wasser- 
stoff und Sauerstoff entsprechend der chemischen Umsetzung: 

2H,+0, = 2H,0 
die Gleichgewichtsgleichung : 

ae Po = K Pro: 

Daraus folgt, da die Wasserbildung begünstigt wird durch grofe 
Werte von px und po sowie durch kleine Werte von pmo. Trotz- 
dem nun pro durch die im Rohrsystem vorhandene conc. Schwefel- 
säure sehr klein gehalten wird, so ist doch die Dissociationsspannung 
po des Oxydes so auBerordentlich klein, und die Dissociations- 
konstante des Wasserdampfes bei den hohen Temperaturen schon 
so groB, daB selbst in einer Wasserstoffatmosphäre stets : 


PyePo < KPro iSt- 


1) Transactions of the Amer. Instit. of Elektrical Engincuers. Bund XVIII, 
23. August 1901. 
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In bester Uebereinstimmung mit den durch Herabsetzung des 
Sauerstoffpartialdrucks beobachteten Erscheinungen steht die 
Thatsache, daB beim Brennen des Glühkôrpers in komprimirtem 
Sauerstoff die polaren Erscheinungen stark verringert werden. 
Es findet an der Kathode eine sehr viel kleinere Dendritenbildung 
statt als in Luft. Bei gleicher Stromstärke ist daher der Wider- 
stand und entsprechend der Spannungsverbrauch des Stiftes hôher 
[vgl. Tabelle VI]. Diese Beobachtung bestätigt den von Wurts 
1. c. gefundenen Unterschied in der Glühkôrpercharakteristik zwischen 
Luft und reinem Sauerstoff von Atmosphärendruck. 

Ich komme jetzt zur Beschreibung einer Erscheinung, welche 
ich beim Untersuchen der Stifte im Vakuum zu beobachten Ge- 
legenheit hatte. Dieselbe bestand im Auftreten eines dem Raum 
um den Glühkôrper erfüllenden blauen Lichtes, das oft, namentlich 
bei ziemlich hoher Belastung des Stiftes, sehr intensiv war und dann 
auf das täuschendste den blauen, sonnenlichtdurchstrahlten Himmel]l 
imitirte. Die Erscheinung war bisweilen derart auffallend und 
schôün, daf sie das Erstaunen und Entzücken aller Derjenigen erregte, 
welche dieselbe zu sehen Gelegenheït hatten. Ueber die Ursachen 
der Erscheinung kam ich erst durch die Versuche mit abwechselndem 
Gleichstrom- und Wechselstrombetrieb ins Klare. Zunächst hatte 
ich an ein Zerstäuben der Oxyde gedacht, kam aber von dieser 
Ansicht bald zurück, nachdem sich gezeigt hatte, da ein mit 
Wechselstrom brennender Glühkôrper überhaupt kein , Himmelsblau“ 
zu geben vermag, und daf es ein mit Gleichstrom brennender Stift 
um so intensiver und schüner zeigt, je weitgehender er reducirt 
ist, d.h. je geringer sein Widerstand im Vergleich zu dessen Ur- 
sprünglichen Werte ist. Danach ist es also wahrscheinlich zer- 
stäubendes Metall, welches im Vakuum verbrennt und dabei die 
Erscheinung hervorruft. Hiermit steht im Eïinklang, daf beim 
plôtzlichen Uebergang von Gleichstrom zu Wechselstrombetrieb 
das ,Himmelsblau“ verschwindet, nachdem es zuvor, offenbar durch 
die eintretende Verbesserung des Vakuums begünstigt, einige 
Augenblicke besonders intensiv aufgetreten war. 

Aus dem Umstande, da das ,Himmelsblau“ schlieflich ver- 
schwindet, ehe noch alles Metall verbraucht ist, d. h. wenn der 
Stift auch mit Wechselstrom unter erheblich verringertem Wider- 
stande brennt, läfit sich schliefen, daf das Vorhandensein von 
Sauerstoff erforderlich ist, daf also das künstliche Himmelsblau 
nicht von Metallstäubchen, sondern von verbrannten Metallstäubchen 
berrührt. Dementsprechend tritt die Erscheinung auch sofort 
nach dem Umschalten auf Wechselstrombetrieb, also in dem Augen- 
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blick, wenn die Verbrennung des Metalls am raschesten erfolgt, 
besonders schôn und auffallend auf. Die Erklärung der Erscheinung 
ist jedenfalls die gleiche, wie sie für das Blau des Himmels von 
Lord Rayleigh gegeben ist, nämlich das Vorhandensein kleiner 
Teiïlchen von der GrüBenordnung der Lichtwellenlängen, an welchen 
die kürzeren Wellen bezüglich der Reflexion erheblich bevorzugt 
sind. Da das ,Himmelblau“ in dem vorliegenden Falle so besonders 
schôn auftritt, hängt ohne Zweifel damit zusammen, da in dem 
engen Raum von ca. 300—400 cem um den Stift die Dichte der 
Staubteilchen ziemlich gro8 und auch die Strahlungsdichte sehr 
erheblich ist. 


Den Ausgang hatten die Versuche ursprünglich von einer 
ganz anderen Fragestellung ausgenommen. Es hatte nämlich die 
Frage entschieden werden sollen, ob ein elektrolytischer Leiter, 
wie der Glühkôrper, im Stande ist, Kathodenstrahlen anszusenden. 
Natürlich gelangte diese Frage keineswegs zur Entscheidung, 
denn wohl liefen sich von dem im Vakuum glühenden Stift sehr 
schône Kathodenstrahlen erhalten, aber wie wir jetzt wissen, ist 
ein mit Gleichstrom im Vakuum brennender Elektrolytkôürper 
kein reiner Elektrolyt mehr, sondern besitzt einen beträchtlichen 
metallischen Nebenschluf. Das Auftreten der Kathodenstrahlen 
bildet dann aber durchaus nichts auffallendes. Selbst wenn man 
den Glühkôürper mit Wechselstrom brennen und gleichzeitig zur 
Entladungskathode machen würde, so kônnte auch dann noch das 
Auftreten von Kathodenstrahlen nicht als einwandfreier 
Beweis für die Môglichkeit gelten, daf solche von Elektrolyten 
auszugehen vermügen, sondern es ist zu berücksichtigen, daf 
auch bei Wechselstrombetrieb an den Polen des Glühkôrpers wohl 
teilweise Reduktion auftritt, die sich wohl nur bei sehr hoher 
Frequenz des Wechselstromes vüllig vermeiden liefe. 


Im AnschluB an diese Kathodenstrahlbeobachtungen glaube 
ich schliefilich noch einige Versuche nicht unerwähnt lassen zu 
wollen, welche Gasstrôme zwischen einem Elektrolytglühkürper 
einerseits und einer Metallelektrode andererseits betreffen, sowie 
Strôme, die zwischen zwei Metallelektroden in der Nähe eines 
Stiftes im durchstrahlten Vakuum beobachtet wurden. Es zeigte 
sich, daB ganz analoge Verhältnisse hier vorliegen, wie sie von 
J. Stark!) an Glühlampen beobachtet sind. Bei Entfernungen 
von mebr als 10 cm konnten zwischen den Glühkôrper und einer 


1) J. Stark, Wied. Ann. 68, 919—948, 1899. 
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anderen Elektrode Strôme von ca. 10-# Ampère beobachtet 
werden. Zwischen zwei Metallelektroden, deren jede auch noch 
mebrere Centimeter vom Stift entfernt war, lieferte die Spannung 
von einem Clarke-Element trotz ca. b cm Elektrodenabstand schon 
Strôme von ca. 10-5 Ampère. Eingehendere Versuche hätten 
hier zu weit vom eigentlichen Gegenstande abgeführt, doch soll 
noch erwäbnt werden, daB das Auftreten des künstlichen , Himmels- 
blaus“ die Gasstrôme von einem Stift aus sehr verstärkte. Die 
Vermutung, dafi eine elektrostatische Ladung der zerstäubten 
Teilchen die Zunahme des Stromes bedinge, erwies sich bei der 
Durchrechnung als unmôglich; der Effekt wird daher wohl einmal 
auf die Bevorzugung der kurzwelligen Strahlen bei der Reflexion 
an den Staubteilchen zurückzuführen sein, vermôüge deren die 
Leitfähigkeit des Gasraumes vergrôfiert wurde, anderenteils 
aber wohl auf eine durch die Lichtabsorption der Staubteilchen 
erhôhte Durchschnittstemperatur und so indirekt vergrôBerte Leit- 
fähigkeit des durchstrahlten Raumes. 
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Tabelle I. Glühkôrper mit Gleichstrom gebrannt im Vakuum. 


Strom- Span- , Ener- INVider: Ker- ! 


\ Leit- 
Watt | fähig- 


Bemerkungen 


au! Wider 
staud bei 
1 Atm. 


Glühkôrper 
zeigt schônes 
Himmelsblau. 


| 


Trotz Gleich- 
bleiben des 
Vakuums 
steigt die 
Leitfähigkeit 
noch auf 
mebr als das 
Doppelte. 


Laftdruck, | St 
re stürke nung ee stand  zen- : pro | keits- 
weitige ue Volt Watt inOhm stärke Kerze verbes- 
Charakterisi- ! PTE, | , |serung 
rung des |— : 
Vakuums î. e. | et. ——0| n EE w 
| it n æ 
oo 
0,87 143,5 | 83 la8s | 5,596 | 1,00 
L'Atm. | 0,49:154,5 | 76 1315[x’| 18 | 4,2 | 1,00 
060 163 | 98 272 | 37 | 260 1,0 
0,50 145 | 72,51 290 | 6 112,—| i,34 
13mm |0,65153 | 99 |235 | 18 |6,5 | 1,34 
0,83 157 1130 |189 |38 | 3,4 | 1,44 
0,57 131,5! 75 |230 | 6 112,5 | 1,69 
lmm  |0,72138 |995|192 | 18 | 5,5 | 1,64 
0,87 140 [122 |161 | 38 |3,2 | 1,69 
D,76.,119 +68" 11:157. |: 6.111,41 9,47 
cree esseres| Don ion [109 | 132 | 18 | 6,0 | 239 
104119 1128 |114 | 35 |3,0 | 2,38 
Bande 0814108 #87 ,|127 "4 6"114,5%178,06 : 
Hesse 00000108 4101 "| 105%"/18 215,68) .3,06 
| 1,13 102 1115 | 90,5, 38 | 3,0 | 8,01 
0,94 90 | 85 96 ; 6 1142 | 4,05 
ke 114° 92 105 | 81 | 19 |5,6 | 3,9 
Hilo SRI Eros 197 6.17 
1,03, 84 | 87 82 | 6 145 |47 
sebr guteFluor. 1,25 | 85,5 107 68 |! 18 |5,9 | 46 
| 1,421 85 ‘121 60 |37 | 3,3 | 45 
‘110176 | 84 | 69 | 6 |14,—| 5,6 
12978 1101 61 |18 |5,6 | 5,2 
: 1,43| 79 1113 55 |36 | 3,1 | 4,9 
1,18| 69,5! 82 59 | 6 13,7 | 6,6 
1,46| 73,5 | 95 50 |19 |5,0 | 6,3 
| 1,701 76 1129 45 |38 | 3,4 | 6,0 
Trotz fort- 1,285| 66,5 | 86 52 6 114,4 | 75 
pers 1,51| 685104 | 45 |19 |5,5 | 7,0 
m 
keine erbeb- /| 189) 74 [140 | 39 |37 | 3,8 | 7,0 
ns ie 1,33 | 62,5! 86 47 6 |14,4 | 8,3 
Varauss, || 1160! 65 |104 ABA7 CN. 72 
; 2,02| 71 1143 85 | 36 | 40 | 78 
1,62! 59 | 90 89 | 6,6116,4 [10,0 
1,86| 61 1113 83 |18 |6,3 | 9,6 
2,25 | 66,5 1152 29 | 35 | 4,3 | 9,4 
1,78| 56 | 83 38 | 6 (13,99 |10,2 
1,89 | 60 1113 32 |16 |7,1 | 99 
2,46| 63 154 | 26 | 88 |4,1 10,4 
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Tabelle IL. Glübhkôrper mit Gleichstrom brennend im Vakuum. 
RE DE EE ER CE EN SEE RES 


Strom-| Span- | Ener- : 
stärke| nung |giever- tige 
in Am-| in |brauch Mr 
père | Volt linWatt| in Ohm 


Luftdruck, 
bez. andere 
Charakterisi- 
rung des 
Vakuums 


Bemerkungen 


[si] 
sl. 


4 €. pe 
€. 1. — —= W 
LA 


e. 
œ 


0,35 133 | 465| (379 | 6,2 | 7,5 | 1,00 
0,48 |145,5 | 70,—|w//303 | 20,5 | 3,4 | 1,00 
0,60 156 | 93,5| (260 |40,5 | 2,3 | 1,00 
0,42: 133 | 56,5| 313 | 6,2 | 9,1 | 1,21 
15 mm |0,61 146 |89 | 239 |17,5 | 5,1 | 1,27 
0,78%151 1118 | 192 |37,5 | 3,15 | 1,36 
a 1mm (047118 | 56,6] 251 | 6,2 8,9 | 1,51 
0,70 129 |90,5| 184 |19,5 | 4,6 | 1,65 
0,93 132 1123 | 142 |40,6 | 3,05 | 1,83 
ere 0,72 1101 |725| 140 | 6,2 |11,6-|"2,72 
te tabuanl O0 100 (97e 108 1665 52 212%4 
1,19 102 |1215| 85,5 142,—| 2,9 | 8,04 
0,90 | 66 | 59,5| 78,5| 6,2 | 9,6 | 5,16 
noch besser |1,19| 73 | 87,5| 61,—|18,5 | 4,7 | 4,96 
1,36 | 705196,—| 52,—|36,5 | 2,6 | 5,0 
Begin der |1,14 | 61 |69,5| 63,5| 6,7 12,2 | 7,1 
groBen Flo 11,31 | 66 | 86,5] 650 |18,—| 48 | 6,1 | Stift giebt 
fie 1,60 | 70 |112 44 133 |3,4 |5,9 |  kein 
; 131 | 57,5] 76,5| 44,—| 6,3 142 | 8,6 [Himmelsblau, 
gutelluoresc. | 1535] 61,5 | 96,5| 40,—|15,6 | 6,2 | 7,6 
1,72 | 65 1112 | 37,5 |32,—| 3,5 | 6,9 
1,44 | 56 |80,5| 38,9! 5,3 115,2 | 9,7 
bessere , 1,70 | b9 1|100,5| 34,8118,0 | 5,6 | 8,7 
2,18 | 63,5 1139 29,1 | 35,—| 40 | 8,9 
1,50 | 58 | 87 38,7 | 5,3 116,5 | 9,8 
sebr gute , 1,72 57, 99 33,5 17,— b,8 EF À 
2,27 | 60 1136 26,6 | 35,—| 3,9 | 9,8 
1,53 | 52 |79,5| 34,0! 5,1 15,5 |11,2 
1,88 | 56 [100 29,8 | 16,5 | 6,1 |10,1 
2,85 | 59 |139 25,1 | 32,—| 4,3 |10,4 
Del T0 Les lé sd) Deitoe 1 
mehr merk- 4| 1,91 | 56 |107 29,4|17,—| 6,3 |10,3 
lich besser, || 2,22 | 58 |129 26,2 | 34,—| 3,8 |10,0 
1,62 | 48 | 78 81,6! 5,8 113,8 |12,— 
1,90 | 53 |101 27,9 |17,—| 5,9 |10,9 
2,81 | 55 |127 23,9 | 38,5 | 8,8 110,9 
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T abelle III. Glühkôürper mit Wechselstrom brennend im Vakuum. 


anderweitige 

Charakterisi- 
rung des 
Vakuums 


1 Atm. 


ca. 10 mm 


etwa 1 mm 


Beginn der 
Fluorescenz 


etwas bessere 
Fluorescenz 


gute Fluoresc. 


sehrgute , 


vorzügliche , 


n ” 
” ” 
n n 


Leit- 
Ker- | Watt | fühig- 


stärke | Kerze |verbes- 


œ 
se. 
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Bemerkungen 


Der Glüh- 
kôrper giebt 
keine Spur 
yon 
Himmelsblau. 
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Tabelle IV. Elektrolytglühkôrper, mit konstanter 
Lichtstärke 18—19 Kerzen im Vakuum abwechselnd mit Gleich- 
strom und Wechselstrom gespeist. 


Bemerkungen. 


Zeïitangabe 


0,46 | 161 | 64,4 402 1 Atmosph. n. läng- 


hsel . im! Gleichstrom an 
0,57 170,5) 98 | 301 D pe mm freier Luft. 


835 Nm. | 0,52] 170 | 88,4 327 Gleichstrom. 
36 0,66 | 158 | 104 | 239 

37 0,71! 152 | 108 | 214 

. 80 | 0,79| 150 | 119 | 190 NrE 

39 08612149 11127 14176 (Re ee 

ai 0,90 | 148,5| 149 | 165 

44 1b Ù Wechselstrom. 
45 0,53 | 173 | 91,7| 326 

53 30 0,525| 175 | 92 | 333 Mn 

55 0 : eicnstrom. 
, 30 |0,70|145,5] 102 | 208 |Ÿ Fiaorescenz. 

57 0,83 144 | 119 | 174 

59 30 0,85 | 141,5) 121 | 167 
4 O0 O0 Wechselstrom. 


ik 0,565 | 171 | 94 | 311 

72" "30 0,52 | 170 | 88,5] 327 |! gute Fluorescenz 

8 30 0,52 | 170 | 88,5! 327 

AO Gleichstrom. 
CS 0 0,89 | 139 | 124 | 156 | Vakuum wird bei 

10 30 0,95 | 132 | 125 | 139 , . Gleichstrom 

11 40 1,07! 121 | 129 | 113 schlechter, Fluores- 


cenz fast fort. 


12 Wechselstrom. 
» 45 0,60 170 102 283 Vakuum schon 

17 30 0,57 | 171 | 97 | 300 wieder gut. 

(on) Gleichstrom. 
19 © 0,91] 131 | 119 | 144 Vakuum ver- Himmelsblau 


21 20 1,10 | 111 | 122 | 101 | schlechtert, jetat | tritt schwach 
24 55 1,21| 107 | 128 | 88 gepumpt. ak 

25 0 Wechselstrom, 
25 30 0,60 | 169 | 102 | 282 sebr gute Himmelsbl. ver- 
27 30 0,58 | 171 99 | 295 Fluorescenz. schwind. schnell. 
28 0 Gleichstrom. 
29 30 0,95 | 129 | 123 | 136 Ed dar. ver- 

36 30 1,02:| 192.61 195 | [1907] Met Pets 


pumpen bis zu 


41 15 1,10 | 116 | 128 | 105 | guter Fluorescenz. 


0 : Wechselstrom, 
46 0 068 | 107 !|L107 |A Vantiaeneeens 


0,681 167 | 95 | 288 [nur noch Glasfluor. 
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Tabelle IV. (Fortsetzung). 


Srome| Span- | ane. |Wider 
Lee .nui (role stand Vakuum Bemerkungen 
Zeitangabe père |? Volt in wattlin 
t € e.i LA = w 
t 
| 48 20 a Ra | Gleichstrom, 


49 40 |1,02 | 120 | 122 | 117 | SXtechier, durch lEwenigSekmien 
56 O0 1,28 | 99,5] 127 | 78 |[Pumpen verbessert.| auf 1 Ampère. 


Himmelsblau 
tritt auf. 
bo 1 Os Wechselstrom. 
Ê Himmelsblau 
2 30 0,77 | 150 | 116 | 195 | Brillantes Vakuum. | ch 4 
am nächsten n.10Sek.verschw. 
Morgen 
107 0,41 | 166 | 68 | 405 | in freier Luft Gleichstrom. 
Der Stift ist beim 


10:49 30 1.24 | 104 | 129 g4 | und bis zu guter |Brennen a.d.Luft 
‘ Fluor. ausgepumpt.| wieder schôn 

wei$ geworden. 
Jetzt i. Vak. gebr. 


50 0 Wechselstrom, 
cmt. 31 0,82 | 137 | 112 | 167 pers wird da- 
b2 30 0,72 | 149 | 107 | 207 urch sehr verb. 


55 45 0:70 154,5 108 | 220 Brillante Fluoresc. 
59 30 |0,64 |166,5| 107 | 261 Gleichstr., Vak. 


1 À ML à Loin É : wird schnell er- 
6 20 11,37 | 84 | 115 | 61,4 [fortwährend ausgep.| Lep] schlechter 


bis zum Umschalten. Himmelsblau 
Fe F deutlich 


18 5 |0,92 | 134 | 123 | 146 |Britlantes Vakuum, [jaechselstrom, 


22 O0 10,77 1154,5| 119 | 202 Zeit sehr ver- 
28 O0 10,70 |166,5| 117 | 238 stärkt n. :/, Min, 
31 30 0,71 | 167 | 118 | 236 vôll. verschwund. 
32 0 Gleichstrom. 
40 |1924 | 100 | 124 | 81 | Vakuum stark Heu 
43 30 |151| 76115 | 50,5) verschlechtert. | Wéiselstram, 
46 b0 Himmelsbl. zun. 
48 20 |1,09 | 130 | 141 | 119 |Vakuum vorzüglich.| 20189 Augenbl 
55 0,88 | 151,5] 133 | 172 As Sn 


etwa 2 Min. ganz 


12 0 0,87 157 137 181 verschwunden. 
4 55 |0,84 | 159 | 134 | 189 

5 Gleichstrom, 

10 1,65 | 109 | 70 | 45,2] Vakuum sofort |Himmelsblau fast 

verschlechtert, sofort wieder 

gepumpt. auftretend. 


Bald darauf zersprang der Stift, dessen Strom beim Pumpen 
nicht genügend überwacht werden konnte. 
Kgl. Ges, d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1902. Heft 1, 9 
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Tabelle V. Glühkôrper in Wasserstoff und Vakuum. 


Strom- Ener- 


. 


ider- 


s Gasdruck 
in Ohm 


Bemerkungen 
à 


in Am- 
Zeitangabe père 


brauch 


in Vol inWatt 


. le 
— = Ù 
i à 


Schnell ausgepumpt 
310 0,64 | 177 | 113 | 276 | bis zum Beginn 
der Fluorescenz. 
0,68 | 191 | 130 | 281 | 1 em Wasserstof ranch 
0,60 | 177 | 106 | 295 "amas 
0,60 | 174 | 104,5] 290 |jPegimnende Fluor. rahighe des 
asserstoiis. 
0,73 | 191 | 139 | 262 | 1 cm Wasserstoff 
DAMON MAN ele" t NE 
0,79 | 190 | 150 | 244 | 10, ” 
wieder evakuirt 
0,64 | 177 | 113 | 276 
0,62b| 176 | 110 | 282 |! mäBiges Vakuum || von 4h 16m ab 
415" 30: 0,62 | 175:| 109 | 283 Gleichstrom bis 
17 QE 1/20 71e) me pophept Lens sEndtiees 
18 20 0,895 139 | 124 | 165 |(Beginn d. Fluoresc. A rt d 
20 Wasserst.zugelassen| fällt sofort. 
21 0,73 | 178 | 130 | 244 | 1 em Wasserstofl Wiederstand 
23 30 |0,80 | 182 | 146 | 227 |10 ,  , CE Mn 
31 30 |0:69 | 185 | 128 | 268 |10 , , ma 
86 10°  |0,71 | 179 | 127.) 262 | 5, ” » 
52 30 0,80 | 183 | 146 | 229 à à 
i Widerstand 
5h19 0,94 | 196 | 119 | 134 wieder ausgepumpt. idiot Hit 
21 0,99 | 121 | 120 | 122 
26 1,06 | 117 | 124 | 110 
wieder Wasserstoff Widerstied 
29 30 10,77 | 1745) 134 | 227 |  cingelessen | ir pro 
wieder ausgepumpt| Widerstand 
b:43 112 131 | 146 | 117 [Beginnder Fluoresc| wieder klein 
_ 138 119 | 148 | 95,5 


1,32 | 113 | 149 86 gute Fluorescenz. 
1,36 | 108 | 147 | 79,5 
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Tabelle VI. 


Stromstärke Die Spannungen des Stiftes 
in in Luft in Sauerstoff | wieder | wieder in 
Ampère yon von in Sauerstoff von 
1 Atmosphäre | 6 Atmosphären Luft 6 Atmosphären 

0,200 95,5 103 95,5 103 
0,800 100,5 108 100,0 108 
0,350 101,5 107,5 101,5 107,5 
0,400 100,0 107,5 100,5 106,5 
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Dynamik des Electrons. 


Vou 


M. Abraham. 


Vorgelegt von Herrn W. Voigt in der Sitzung vom 11. Januar 1902. 


$ 1. Einleitung. 


Die sogenannte ,Electronentheorie“ ist allen anderen 
Theorieen der Electrodynamik insofern überlegen, als sie nicht 
nur die Lichtstrahlung in bewegten Kôrpern'), sondern auch die 
Kathodenstrahlung ?) umfaBit. Diese Theorie sieht bekanntlich für 
den Aether die Maxwell - Hertz'schen Grundgleichungen als giltig 
an; die Mitwirkung der Materie bei den Strahlungsvorgängen wird 
der Bewegung der Electronen zugeschrieben. Für die Bewegung 
des Electrons wiederum ist insbesondere, wenn nicht ausschlieB- 
lich, sein electromagnetisches Feld bestimmend. So werden die 
Differentialgleichungen des electromagnetischen 
Feldes maafBgebend für die Dynamik des Electrons, 
und somit auch für die Mechanik der aus Electronen 
zusammengesetzten Materie. Auf die hier sich bietende 
Môglichkeit, die Mechanik electromagnetisch zu begründen, hat 
Herr W. Wien hingewiesen*). Er hebt hervor, dal die träge 
Masse, die in der gewôhnlichen Mechanik als constant angesehen 
wird, bei steigender Geschwindigkeit zu einer variabeln GrüBe wird. 
Solche Geschwindigkeiten materieller Teilchen, die nicht weit 


1) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der electrischen und optischen 
Erscheinungen in bewegten Kürpern. Leiden 1895. 

2) E. Wiechert, Gôtt. Nachr. 1898 p. 87. 

8) W. Wien, Arch. Néerl. (2). 6. p. 96—104. 1900. Vgl. auch H, A, Lo- 
rentz, Phys. Zeitschr. 2. p. 78. 1900. 
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hinter der Lichtgeschwindigkeit zurückbleiben, kommen nur bei den 
freien negativen Electronen vor, deren Bewegung die Kathoden- und 
Becquerel-Strahlung ausmacht. Die hôchst interessanten experimen- 
tellen Untersuchungen des Herrn W. Kaufmann über die mag- 
netische und electrische Ablenkbarkeit der Becqueralstrahlen!) 
haben nun in der That eine Abhängigkeit der Trägheit der Elec- 
tronen von der Geschwindigkeit ergeben. Ist es müglich, diese 
Abhängigkeit quantitativ aus den Differentialgleichungen des elec- 
tromagnetischen Feldes abzuleiten? Ist die Trägheit des Elec- 
trons vollständig durch die dynamische Wirkung seines electro- 
magnetischen Feldes zu erklären, ohne eine von der electrischen 
Ladung unabhängige Masse zur Hilfe zu nehmen? Nur wenn 
diese Fragen bejahend beantwortet werden, ist die Môglichkeit 
einer rein electromagnetischen Begründung der Mechänik anzuer- 
kennen. Herr W. Kaufmann erôrtert jene Fragen am Schlusse 
seiner Mitteilung. Es scheinen indessen die Vorarbeiten von der 
theoretischen Seite, auf welche die Discussion sich stützt, keines- 
wegs ausreichend zu sein. Die Arbeiten der Herren W. B. Mor- 
ton?) und G. F. C. Searle*) beschäftigen sich mit der Ermitte- 
lung des Feldes und der Feldenergie gleichfôrmig bewegter, elec- 
trisch geladener Leïiter von ellipsoïdischer Form. Die Dynamik 
des Electrons verlangt eine wesentliche Ergänzung dieser Unter- 
suchungen. Die Kenntnis der Feldenergie gestattet nur, die ,lon- 
gitudinale Masse“ zu berechnen, d. h. diejenige Trägheit, 
welche sich einer Beschleunigung in der Bewegungsrichtung wider- 
setzt. Die ,transversale Masse“, die bei Beschleunigung 
senkrecht zur Bahnrichtung in Betracht kommt, bleibt hierbei un- 
bestimmt, da eine solche Beschleunigung die Energie nicht ändert. 
Wir werden auch die transversale Masse berechnen; 
es geschieht dieses, indem, neben der electromagnetischen Energie, 
der Vector der ,electromagnetischen BewegungsgrüBe“ 
eingeführt wird. Dadurch wird es gleichzeitig ermüglicht, die 
Berechnung der Energie und der longitudinalen Masse erheblich 
zu vereinfachen. Endlich wird zwischen den Werten, welche alle 
diese GrôfBen im Falle der Flächenladung und im Falle gleich- 
fôrmiger Volumladung dreiaxiger Ellipsoïde besitzen, eine 
einfache Beziehung als giltig erkannt. Für das als kugelfôrmig 


1) W. Kaufmann, Güttinger Nachrichten 1901, Heft 2. 
2) W. B. Morton, Phil. Mag. 41 p. 488. 
8) G. F. C. Searle, Phil. Trans. 187 A (1896) p.675—713, Phil. Mag. 44 


(1897) p. 329—341. 
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betrachtete Electron werden die betreffenden Formeln abgeleitet 
und mit den experimentellen Resultaten verglichen. 


$ 2 Problemstellung. 


Bewegt sich ein Electron, von der Ladung e (electrostatisch 
gemessen) im electromagnetischen Felde, so wirkt, nach der Grund- 
hypothese der Electronentheorie, auf dasselbe die Kraft 


1) 8 — ee+[£ ]} 


Der Vector, mit dem die Ladung e hier zu multiplicieren ist, ent- 
steht durch geometrische Addition zweier Vectoren; der erste ist 
die electrische Feldstärke (€), der zweite ist das äuBere (vecto- 
rielle) Product’) des durch die Lichtgeschwindigkeit dividirten 
Geschwindigkeitsvectors (q) und der magnetischen Kraft ($). 

Welche Beschleunigung erteilt die Kraft 8 dem 
Electron? Das ist die Frage, die uns weiterhin beschäftigen 
soll Nehmen wir zunächst noch materielle (wahre) Masse (M) 
des Electrons als vorhanden an, d. h. eine Trägheïit, die ihm als 
materiellem Teilchen, ohne Berücksichtigung der electrischen La- 
dung zukommt. Dann gilt, nach D’Alembert’s Princip 


dq =: 
2) —M=r+8 = 0. 


Die Kraft & ist durch Gleichung (1) bestimmt; allein es genügt 
nicht, bei der Berechnung derselben die Feldstärken des äuferen, 
etwa von Electromagneten oder electrostatischen Ladungen er- 
zeugten Feldes in Ansatz zu bringen. Vielmehr ist zu beachten, 
daB das Electron selbst das Feld modificiert, da8 mithin die Feld- 
stärken (€, $) von der Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Electrons abhängige Glieder enthalten; strenge genommen, gehen 
sogar die hôheren Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach 
der Zeit ein. Geht man darauf aus, diese Glieder zu berechnen, 
so erwächst zunächst die Aufgabe, das Feld eines ungleichfôrmig 
bewegten Electrons zu ermitteln; das Electron wäre hierbei nicht 
als Punctladung, sondern als räumlich ausgedehnt anzunehmen, 
denn eine Punctladung wiürde einen unendlichen Energievorrat dar- 
stellen. Alsdann wäre der Gl. (1) entsprechend, die auf das 


1) In Betreff der hier gebrauchten Begriffe und Symbole der Vectoranalysis 
vergleiche man: M. Abraham, Encycl. d. mathem. Wissensch. Bd. IV. Art. 14, 
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Volumelement (dv) des Electron wirkende Kraft 


odv e k [é, +] 


zu berechnen; die Integrätion über das ganze Volumen würde die 
resultierende Kraft ergeben, die das Electron auf sich selbst aus- 
übt, und die sich einer Geschwindigkeitsänderung entgegenstellt. 
Auf diesem Wege würde man zu einer vollkommen strengen 
Dynamik des Electrons gelangen. Allein dieser Weg erscheint 
bei dem gegenwärtigen Stande der Theorie als ungangbar; schon 
die Berechnung des Feldes eines ungleichfôrmig bewegten Elec- 
trons ist äuBerst compliciert. 

Die im Folgenden zu entwickelnde Dynamik des Electrons 
beschränkt sich von vorne herein auf solche Bewegungen, bei 
denen die Geschwindigkeitsänderungen langsam erfolgen; sie setzt 
nur die Kenntnis des Feldes eines gleichfôrmig bewegten Elec- 
trons voraus. Unsere Theorie ist zu vergleichen mit derjenigen 
Theorie der Wechselstrôme, welche den Strom als quasistationär 
betrachtet, d. h. den aus der magnetischen Energie des Gleich- 
stromes definierten Wert der Selbstinduction auch für zeitlich 
variable Stromstärken als maafigebend ansieht. Wie diese Vor-- 
aussetzung bei hochfrequenten, Hertz’schen Schwingungen unzu- 
lässig wird, so wird auch die im folgenden darzulegende Theorie 
bei sehr rapiden Geschwindigkeitsänderungen der Correctur be- 
dürfen. Das wird insbesondere dann der Fall sein, wenn die Ge- 
schwindigkeit des Electrons der Lichtgeschwindigkeit sehr nahe 
kommt. In der That, je geringer die Differenz zwischen Licht- 
geschwindigkeit und Bahngeschwindigkeit des Electrons ist, eine 
um so längere Zeit wird die Herstellung des stationären Feldes 
in Anspruch nehmen, da das Electron den von ihm in der Bewe- 
gungsrichtung ausgesandten Stôrungen nacheïlt, und ihnen nur 
einen geringen Vorsprung läft. Auf die interessanten Probleme, 
welche der Dynamik des Electrons bei Erreichung und Ueber- 
schreitung der Lichtgeschwindigkeit erwachsen'), soll indessen 
hier nicht eingegangen werden; wir setzen Geschwindigkeiten 
voraus, die unterhalb der Lichtgeschwindigkeit liegen. 

Das Feld soll weiterhin als quasistationär ange- 
nommen werden, d.h. es soll bestimmt sein durch Angabe der 
momentanen Geschwindigkeit des Electrons; es wird übrigens ab- 
hängen von der Form des Electrons, und von der Art, wie die 


1) vel Th. Des Coudres, Arch. Néerl. (2) B. p. 662—664. 1900, 
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Ladung über sein Volumen, bezw. seine Oberfläche, verteilt ist, 
Die Kraft 8 bestimmen wir durch das äuBere, etwa 
von Electromagneten oder ruhenden electrischen Ladungen erzeugte 
Feld. Die soeben erwähnte, vom Electron auf sich selbst aus- 
geübte Kraft führen wir in die Bewegungsgleichung ein, indem 
wir diese schreiben 


3) M4) = 8. 


Neben der ,materiellen“ Masse (M) nehmen wir ,electromag- 
netische* Masse!) (m) als vorhanden an, die wir eben durch 
G1. (8) definieren. Es wird sich herausstellen, daB die electro- 
magnetische Masse von dem Betrage und der Richtung der Ge- 
schwindigkeit abhängt. Die Ermittelung dieser Abhängigkeit ist 
das Ziel der weiteren Entwickelungen. 


$ 3 Electromagnetische Energie und electromagne- 
tische BewegungsgrükBe. 

Will man auf Grund der Kenntnis des Feldes, welches gleich- 
fôrmiger Electronenbewegung entspricht, die electromagnetische 
Masse berechnen, so muB man darauf ausgehen, aus den Feldglei- 
chungen Integrale der Bewegungsgleichungen abzu- 
leiten, d. h. solche Relationen, die nur die Geschwindigkeit, aber 
nicht die Beschleunigung enthalten. In der Dynamik der gewôhn- 
lichen, von electrischen Ladungen freien, materiellen Systeme 
gelten, als wichtigste Integralprincipe, das Energieprincip 
und der Schwerpunctsatz. Das Energieprincip besagt, da 
die mechanische Energie eines Systems, der Schwerpunctsatz, daf 
der Vector der BewegungsgrôBe nur durch Einwirkung äuBerer 
Kräfte Aenderungen erfährt. Lassen sich diese Sätze auch auf 
solche Massensysteme übertragen, die electrische Ladungen mit- 
führen? Zunächst ist dieses nicht der Fall; die von den Wechsel- 
wirkungen der electrischen Ladungen herrührenden inneren Kräfte 
leisten im allgemeinen bei einer Bewegung positive oder negative 
Arbeit, die eine Zunahme oder Abnahme der mechanischen Energie 
bedingt. Doch kann man bekanntlich das Energieprincip aufrecht 
erhalten, wenn man dem electromagnetischen Felde eine bestimmte 
Energie 


4) W= W+W. 


1) Die vielfach gebräuchlichen Bezeichnungen ,,scheinbare‘ und ,,wahre‘ Masse 
dürften verwirrend wirken, Die ,scheinbare“ Masse ist in mechanischem Sinne 
wabr, die ,,walire‘ Masse hingegen ist wahrscheinlich unwahr, 
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zuschreibt, deren electrischer und magnetischer Bestandteil durch 
die über das ganze Feld erstreckten Integrale bestimmt sind: 


4a) "= fffT.e, 


4) = SES. 


Die Abnahme der electromagnetischen Energie compensiert die 
von den inneren Kräften geleistete Arbeit. Mithin lautet das 
verallgemeinerte Energieprincip: Die Zunahme der Saumme 
der mechanischen und der electromagnetischen Energie pro Zeit- 
einbeït ist der Arbeit der äuferen Kräfte gleich !): 


d(Mÿ nn 

b) LISE +W) = ,.q 

{a = Betrag der Geschw., &, — Comp. der äuferen Kraft in 
Richtung der Geschw.} 


Aehnlich, wie das Energieprincip, verhält sich der Schwer- 
punctsatz. Die mechanische BewegungsgrôBe eines mit electrischen 
Ladungen behafteten Systems wird im allgemeinen durch innere 
Kräfte verändert; denn die ponderomotorischen Kräfte, welche 
die Ladungen auf einander ausüben, genügen keinesweg dem Prin- 
cipe der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung. Die Stellung 
der Lorentz'schen Theorie zum dritten Axiome Newton'’s discu- 
tierte besonders eingehend Herr H. Poincaré”); er betonte, daf 
der Satz der Erhaltung der BewegungsgrôBe seine Giltigkeit be- 
wahrt, wenn dem electromagnetischen Felde eine bestimmte Be- 
wegungsgrôBe zugeschrieben wird. Diese ,electromagnetische 
BewegungsgrôBe(®@) wird, nach Richtung und Betrag, durch 
das über das ganze Feld erstisckte Integral bestimmt 


6) & = + ff 


62) S = (6 $l 


den Poynting’schen Strahlvector darstellt. In der That, aus der 
Lorentz'schen Theorie folgt®), daB der von den inneren Kräften 


1) DaB der Ansatz (1) für die ponderomotorische Kraft dem verallgemei- 
nerten Energiegesetz genügt, beweist H. A. Lorentz, 1. c. pag. 22. 

2) H. Poincaré, Arch. Néerl. (2) 5 p. 252—278. 1900. 

3) Dies besagt die Gleichung (15) auf pag. 26 des citierten Buches von 
H, A. Lorentz. 
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erzeugte Impuls durch die gleichzeitig stattfindende Abnahme der 
electromagnetischen BewegungsgrôBe compensiert wird, falls die 
auf die Grenzfläche des Raumes v von den Maxwell’schen Span- 
nungen ausgeübte Kraft verschwindet; bei quasistationärer Elec- 
tronenbewegung ist diese Bedingung erfüllt, wenn das Voluminte- 
gral der Gl. (6) über den ganzen Raum erstreckt wird. Mithin 
lautet der verallgemeinerte Sehwerpunctsatz: Die Zu- 
nahme, welche der resultierende Vector der mechanischen und der 
electromagnetischen BewegungsgrôBe in der Zeiteinheit erfäbrt, 
ist der äuferen Kraft gleich 


c) À (Ma+6) = &. 


Wie berechnet man, auf Grund der beiden Integralprincipe, 
die electromagnetische Masse? Die Energie des Feldes hängt, da 
wir das Feld des Electrons als durch seine Geschwindigkeit be- 
stimmt ansehen, nur von dem Betrage q derselben ab. Mithin er- 
giebt (b): 


Andrerseits ergiebt die Bewegungsgleichung (3), angewandt auf 
Beschleunigung in der Bahnrichtung (s) 


dg 
(M+m,) = &. 


Es folgt somit als Wert der ,longitudinalen Masse m,“, die 
bei Beschleunigung in der Bewegungsrichtung in Betracht kommt. 


8) ) M, = — 


Diese Formel für die longitudinale Masse stimmt mit der Kauf- 
mann’schen‘) überein; sie ergiebt indessen nur diejenige Trägheit, 
welche sich einer Beschleunigung in der Bewegungsrichtung ent- 
gegenstellt. Beschleunigung senkrecht zur Richtung der Geschwin- 
digkeit, wie sie z. B. im magnetischen Felde auftritt, erfordert 
keinen Arbeïtsaufwand; demgemäB ist die hier in Rechnung zu 
ziehende ,transversale Masse“ aus der Feldenergie nicht abzu- 
leiten. Um sie zu ermitteln, ist der verallgemeinerte Schwer- 
punctsatz (7) heranzuziehen. 

Wie die Energie, s0 ist auch die BewegungsgrüBe bei quasi- 


1) L c. pag. 11 GI 18. 
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stationärer Electronenbewegung nur von der Geschwindigkeit ab- 
hängig. Die Richtung des Vectors der BewegungsgrüBe stimmt, 
bei den in den folgenden Paragraphen zu Grunde gelegten An- 
nahmen über Form und Ladungsverteilung des Electrons, mit der 
Richtung des Geschwindigkeitsvectors überein. Bezeichnet G den 
Betrag der BewegungsgrôBe, so gilt, nach (7), für Beschleunigung 


in der Babnrichtung 
dG\ &@ _ 
+) = 8 
Hieraus, in Verbindung mit (3), folgt für die longitudinale 
electromagnetische Masse die Formel 


9) M, = ——. 


Erfährt andrerseits das Electron eine Beschleunigung senkrecht 
zur Bahnrichtung, so bleibt der Betrag der Geschwindigkeit, mit- 
hin auch derjenige der BewegungsgrôBe, constant, nur die Rich- 
tung beider Vectoren wird im Raume gedreht, und zwar mit der 


Winkelgeschwindigkeit (2), wenn > den Krümmungsradius der 


Bahn bezeichnet. Der Zuwachs, welchen die genannten Vectoren 
in der Zeiteinheit erfahren, wird dargestellt durch Vectoren vom 
Betrage 


q T 
(Mg + @) = bezw. ms 
die nach dem Krümmungsmittelpuncte der Bahn hinweisen. Aus 
(7) folgt mithin 
(My+GE =, 
andererseits aus (3) 
(M+m,) : = À, 
Mithin ist 
10) m, = — 
die transversale electromagnetische Masse. Bei grofen 
Geschwindigkeiten ist die electromagnetische BewegungsgrôBe des 
Electrons nicht mehr der Geschwindigkeit proportional; die trans- 


versale Masse wird hier verschieden von der longitudinalen. Eine 
Kraft, die in der Richtung der Geschwindigkeit wirkt, ruft daher 
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eine andere Beschleunigung hervor, als eine solche, die senkrecht 
zur Geschwindigkeit wirkt. Ist die Kraft schief zur Bewegungs - 
richtung orientiert, so stimmt die Richtung der Beschleunigung 

nicht mit derjenigen der Kraft überein. Um den Beschleunigungs- 

vector zu erhalten, ist die Kraft in ihre Componenten parallel 

und senkrecht zur Bewegungsrichtung zu zerlegen; die entspre- 

chenden Componenten der Beschleunigung werden berechnet, indem 

man die Kraftcomponenten durch die longitudinale, bezw. die 

transversale Masse dividiert. Das Resultat ist in den Satz zu- 

sammenzufassen : Die electromagnetische Masse ist kein 

Scalar, wie die Masse der gewôhnlichen Mechanik, 

sondern ein Tensor')}, von der Symmetrie eines Ro- 

tationsellipsoides. 


$ 4 Feld und Kräftefunction eines gleichfôrmig be- 
wegten Electrons. 


Es erwächst nunmehr die Aufgabe, die electromagnetische 
Energie und BewegungsgrôBe eines mit beliebiger Geschwindig- 
keit gleichférmig bewegten Electrons zu ermitteln. Hierbei ist 
nur das von dem Electron selbst erzeugte Feld zu berücksich-. 
tigen, die Einwirkung des äuferen Feldes ist in der äuBeren Kraft 
8 enthalten. Das Feld des gleichfôrmig bewegten Electrons ist, 
im stationären Zustande, relativ zum Electron constant ; es wird 
mit der Geschwindigkeit q durch den Raum geführt. Auch ohne 
specielle Annahmen über die Verteilung der Ladung im Electron 
zu machen, läBt sich, wie aus den eingangs citierten Unter- 
suchungen der Herren W. B. Morton und G. F.C.Searle her- 
vorgeht, über das stationäre Feld allgemein Folgendes aus den 
Grundgleichungen ableiten. 

Die magnetische Feldstärke ist das äuBere Product des durch 
die Lichtgeschwindigkeit gemessenen Geschwindigkeitsvectors und 
der electrischen Feldstärke 


11) 5 = 1, 6 


Führt man ein mit dem Electron mitbewegtes Coordinatensystem 
ein, dessen +-Axe in Richtung der Bewegung des Electrons weist, 


1) Ueber diesen Begriff vergl. W. Voigt, ,,Die fundamentalen physikalischen 
Eigenschaften der Krystalle“, Leipz. 1898 und M. Abraham, Encycl. d. mathem, 
Wissensch. Bd. IV. Art. 14. 
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so sind die magnetischen Feldcomponenten 


112) 9. =0, 6 =-T6, 6. = +16, 
Der Vector 
12) 8 = €+|1, 6] 


der die vom Felde auf die mitbewegte Einheit der Ladung aus- 
geübte ponderomotorische Kraft anzeigt, ist im stationären Felde 
der Gradient eines Scalars ; letzterer wird ,Convections- 
potential“ genannt 


12a) ÿ —= grad y. 


Die Componenten der Vectoren % und € sind, nach (11) und 
(11a) durch folgende Gleichungen verknüpft : 


d. Tee €., 
doi pal 
12b) 5 = 6, c D nb (1 &) 
NN LARMES TETE 
8. = E+1.6, = eff) 
Hieraus, in Verbindung mit 12a, und der Gleichung 
12c) div E — 4x, 


in der @ die räumliche Dichte der Volumladung des Electrons be- 
zeichnet, folgt 


an Ce AE CR CES MEN 5) 
13) (4) = -#ro(i L) 


Diese Differentialgleichung bestimmt das Convectionspotential bei 
gegebener Form und Ladungsverteilung des Electrons. Sie ent- 
spricht der Poisson’schen Gleichung der gewôhnlichen Potential- 
theorie, in die sie für g — 0 übergeht. Das Convectionspotential 
giebt die Arbeit an, die zu gewinnen wäre, wenn die Einheit der 
Ladung, von dem betreffenden Puncte des Feldes aus ohne merk- 
liche Aenderung der Convectionsgeschwindigkeit in unendliche Ent- 
fernung gebracht würde. 
Die Analogie der Electrostatik legt es nahe, die Funktion 


14) U = Jff& 


einzuführen; wir nennen sie ,Kräftefunction“ des stationären 
5 
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Feldes. Sie entspricht der electrostatischen Energie eines Systems 
ruhender Ladungen, indem sie die Arbeit angiebt, die aus dem 
stationären Felde zu gewinnen wäre, wenn die gleichnamigen La- 
dungen der Volumelemente des Electrons, den zwischen ihnen wir- 
kenden Kräften folgend, sich ohne merkliche Aenderung der Con- 
vectionsgeschwindigkeit ins Unendliche entfernten. Eine einfache 
Umformung, welche die Gleichungen (12a) und (12c) verwendet, 
bringt (14) auf die Form 


142) 0 = JfJ (ES) 


Das hier auftretende innere (scalare) Product der Vectoren € und 
$ ist, nach (1ia, 12b) zu schreiben 


(ES) = E,G.+E,8,+ES, = C+E+E-$, 5. 
Es folgt mit Rücksicht auf (4a, 4b) 
15) U=W,-W.. 


Die Kräftefunction des Electrons ist gleich der Dif- 
ferenz der electrischen und der magnetischen Feld- 
energie. Dieser wichtige, von Searle herrührende!) Satz läBt 
sich deuten, indem man +W als Kräftefunction der abstoBenden 
electrostatischen, —W., als Kräftefunction der anziehenden elec- 
trodynamischen Kräfte interpretiert. 

Mit Hilfe der Formel (15) werden wir die für die Berechnung 
der electromagnetischen Masse maafigebenden Gleichungen (8, 9, 
10) des vorigen Paragraphen auf eine für die praktische Berech- 
nung geeignetere Form bringen. Diese Umformung vorbereitend, 
berechnen wir zunächst den Vector der electromagnetischen Be- 
wegungsgrüBe. Die Componenten desselben sind, nach (6, 6a), da 
9," 0'ist 


6. — SNJ (65.66), 
16) 6, = -fffd(-6.6) 


1 
G, = SJ d0(+E.5,). 
Nehmen wir jetzt an, daB die (xy) und die (xz)-Ebene Symmetrie- 
ebenen des Electrons sind, sowohl was die Form, als auch, was 


die Ladungsverteilung des Electrons änbelangt, s0 sind die Com- 


1) 1. c. Phil. Trans. 187 À (1896) p. 675—718. 
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ponenten @,, @, gleich null. Denn in je zwei Puncten, die durch 
die Coordinaten (x, y, #) und (x, —y, —2) charakterisiert sind, 
sind die electrischen Componenten €, gleich, die Componenten €, 
€, hingegen, und folglich, nach (11a), auch die magnetischen Com- 
ponenten &,, $,, entgegengesetzt gleich. Mithin heben sich die 
Beiträge auf, welche zwei solche Puncte zu den Componenten G, 
G, liefern. Wir gelangen also zu dem Resultat: Besitzt das 
Electron zwei aufeinander senkrechte, durch die 
Bewegungsrichtung gehende Symmetrieebenen, so 
weist der Vector der electromagnetischen Bewe- 
gungsgrôüBe in Richtung der Bewegung. Der Betrag 
der BewegungsgrôBe ist, nach (11a) 


1 2 2 
a = 0, = 1 fffa(si+5 

oder, gemäB 4b 
17) G— e. 


Das Product aus electromagnetischer Bewegungs- 
grôüBe und Geschwindigkeit ist gleich der doppelten 
magnetischen Feldenergie. 

Die Gleichungen (10) und (9), für transversale und longitudi- 
nale electromagnetische Masse, schreiben wir jetzt 


13 PEL 

q 

d {W. 
7 , = 2. + | =) 
17b) m ACT 


Diese Relationen ergab der verallgemeinerte Schwerpunctsatz. Aus 
dem Energieprincip folgte andrerseits die G1. (8) 


1 d 
17c) Mi a le: bal 
Subtraction von 17c, 17b ergiebt, mit Rücksicht auf (15): 
2W. 1x4 1 dU 
PT = TWD = T7, 
q q aq q dq 
mithin 
PGA, 


Während Searle die magnetische Energie durchInte- 
gration über das ganze Feld berechnet, gestattet 
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uns die Formel (18), dieselbe durch Differentiation 
der Kräftefunction des Electrons abzuleiten; durch 
(15) ist dann auch die electrische Energie bestimmt. Die 
electromagnetische BewegungsgrôüBe wird jetzt 


au 
dq ? 


18a) G = — 


die transversale, bezw. longitudinale electromagne- 
tische Masse 


1 dU 
18b = ———; 
) Le 
d 
18c) mn, — TT: 


Durch Angabe der Kräftefunction sind mithin alle 
für die Dynamik des Electrons wichtigen GrôBen be- 
stimmt. 


$ 5 Dreiaxiges Ellipsoïd. 


Die bisherigen Entwickelungen legten recht allgemein gehal- 
tene Annahmen über Form und Ladungsverteilung des Electrons 
zu Grunde. Nunmehr wollen wir dieselben specialisieren. Wir 
betrachten das Electron als dreiaxiges Ellipsoïd, das in Richtung 
einer der drei Hauptaxen bewegt wird; seine Ladung soll ent- 
weder gleichfôrmig über das ganze Volumen, oder gleichfôrmig 
über eine unendlich dünne, von zwei benachbarten, ähnlichen und 
ähnlich gelegenen Ellipsoïden begrenzte Oberflächenschicht verteilt 
sein. Den erstgenannten Fall haben wir im Sinn, wenn wir 
kurz von ,Volumladung“, den letztgenannten, wenn wir von 
»Flächenladung“ des Electrons reden. 

Beiden Fällen entsprechende Lôsungen der Differentialglei- 
chung (13) des Convectionspotentials erhält man mit Hilfe eines 
von H. A. Lorentz!), sowie auch von Searle?) angewandten 
Reductionsverfahren. Dieses Verfahren bildet das bewegte Sy- 
stem $ auf ein ruhendes System S” electrischer Ladungen ab; die 
Coordinaten entsprechender Puncte P, P’ der beiden Systeme sind 
einander folgendermaafen zugeordnet 
a 64 ! 

Trek 


F4) 


1) H. A. Lorentz, 1. c. pag. 36 ff. 
2) H. F,. C. Searle, Phil, Mag. 44 (1897) p. 329—341, 


19) a" = y, # =24 
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Das ganze Feld erscheint also im ruhenden Systeme S’ in der 
Richtung der +-Axe gedehnt, und zwar in dem, von der Geschwin- 
digkeit abhängigen Verhältnis 1:V1—%x. Auch das Bild des Elec- 
trons selber in S’ ist in diesem Verhältnis verlängert; doch sollen 
— das setzen wir fest — die Ladungen entsprechender Volumele- 
mente die gleichen, mithin 


19a) o —= p’V1—x, 


sein. Das electrostatische Potential q’ genügt der Poisson’schen 
Gleichung 


©? ’ 0? , o? , à 


Vergleichung mit (13) ergiebt 


19b) g = —+#— 


Die Bestimmung des Convectionspotentiales @ im bewegten Sy- 
steme ist somit reduciert auf die Bestimmung des electrostatischen 
Potentials im ruhenden Systeme. Die electrostatische Energie des 
letzteren 


20) 0" = fffar 9 


hängt mit der Kräftefunction U des Electrons durch die aus (19, 
19a, 19b) folgende Gleichung zusammen 


20a) U = U'-V1-#. 


Die Berechnung der Kräftefunction des Electrons 
ist hierdurch zurückgeführt auf die Berechnung der 
electrostatischen Energie eines gemäf (19) defor- 
mierten ruhenden Systems. 

Nuon läft sich bekanntlich die Berechnung der electrostatischen 
Energie ausführen für ein über das ganze Volumen gleichfürmig 
geladenes Ellipsoïd, sowie für eine Ladung, die gleichfürmig über 
eine, von zwei ähnlichen und äbnlich gelegenen Ellipsoïden be- 
grenzte Schicht verteilt ist. Auf diese Aufgabe aber wird man 
geführt, wenn man die Kräftefunction eines Electrons von den im 
Eingange dieses Paragraphen vorausgesetzten Eigenschaften auf- 
sucht. Was den Fall der Flächenladung des Electrons anbelangt, 
so wird dieser durch das Reductionsverfahren zurückgeführt auf 
ein ruhendes System S', in dem die Ladung sich wiederum gleich- 
fôrmig über eine, von Ses ähnlichen und ähnlich ÉRRERE Ellip- 

Egli. Ges, d, Wiss. perse) Math.-phys. Klasse 1902. Heft 1. 
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soïden begrenzte Schicht verteilt. Von der letzteren Verteilung 
weiB man, daB sie in dem von der Schicht eingeschlossenen Hobhl- 
raum constantes Potential ergiebt, also im Grenzfalle einer un- 
endlich dünnen Schicht mit der Gleichgewichtsverteilung der Elec- 
tricität auf der Oberfläche eines leitenden Ellipsoïds identisch ist. 
Mithin ergiebt die entsprechende Flächenladung im bewegten Sy- 
steme S nach (19b) ein im ellipsoïdischen Hohlraume constantes 
Convectionspotential; da der Gradient des Convectionspotentials 
die Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladung anzeigt, so ent- 
spricht im bewegten Systeme S die Ladungsverteilung dem con- 
vectiven Gleichgewicht der Electricität auf der Oberfläche eines 
leitenden Ellipsoïdes. Da dieses für beliebige Geschwindigkeiten 
gilt, so folgt einerseits, da8 die Gleichgewichtsverteilung auf einem 
leitenden Ellipsoïd von der Geschwindigkeit unabhängig ist, daf 
mithin die Verteilung der Electricität auf einem leitenden Ellip- 
soïd durch die gleichfôrmige Bewegung nicht beeinfluft wird. 
Dieses hat bereits Herr W. B. Morton bewiesen. Andrerseits 
aber erkennen wir, daB die Annahme einer fest haftenden Flächen- 
ladung des Electrons zu denselben Resultaten führen muB, wie 
diejenige eines Leïters von derselben ellipsoïdischen Oberfläche. 

Wir gehen über zur Berechnung der Kräftefunction des drei- 
axigen Ellipsoïds. Die Halbaxen seien a, b, c; die Bewegung 
finde, wie bisher, in Richtung der x-Axe statt. Durch das Re- 
ductionsverfahren wird die Bestimmung der Kräftefunction U zu- 
rückgeführt auf die Berechnung der electrostatischen Energie U' 
eines Ellipsoids von den Halbaxen 


d'ieei e te brie 
\ " 2% PES 
Für den ersten Fall der gleichfôrmigen Volumladung ist das 
electrostatische Potential im Inneren des Ellipsoïdes !) 


F ds x 2° 
13,60: | —— 
2 PARENTS JT fi a +s  D+s a 


wo D = V(a*+s)(b'+s)( +5) gesetzt ist. Für den zweiten Fall 
der Flächenladung, der als Grenzfall einer gleichfôrmigen 


Verteilung in einer von zwei benachbarten, ähnlichen und ähnlich 
gelegenen Ellipsoïden begrenzten Schicht aufzufassen ist, ist der 
Wert des Potentials auf der geladenen Fläche!) 

1) Vgl. B. Riemann, Partielle Differentialgleichungen, 4. Auñfl. herausgeg. von 
H. Weber, I p. 255—261. In Betreff der Geschichte des Problems ist zu ver- 


weisen auf H. Burkhardt und W.F. Meyer, Encycl. d. mathem. Wissensch. Bd. II, 
Art. À 7b Nr, 16, 


3 * 
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21a) g' = ef 
Mithin ist die electrostatische Energie . 

; x e Ÿ ds 
22) U — ep 7) 
bei Flächenladung. Bei Volumladung hingegen wird 

’ À LP f ds 
229) D = fa es = 8e fs 
wo J das über das ganze Ellipsoïd erstreckte Integral 
x"? y" el g”? ] 

m2 Mal 


bezeichnet. Nun gilt 


[JJa'e = Je = e; 


8b 


ferner zeigt eine z. B. bei der Berechnung der Trägheitsmomente 
homogener Ellipsoïde gebräuchliche Betrachtung, daB zu setzen ist 


Ff dv'o"x" — +:e.a”, 
[de y" = keb", 
Ms mie 
Mithin folgt, bei Volumladung 
, b c 
22c) U" — à 12 JS (- rs _— “hs tee) 


Dieser Ausdruck läft sich vereinfachen; setzen wir, abkürzend 


f ds 13 }3 
[5 = 16", 8, à), 


so ist 
F ds AR () 
D(a"+s) da”? 
Î nissan 
6 DÉ+s) ob" ? 
PAL rET za ax, 
o D(+s) dc? 


Führen wir diese Relationen in se e so erhalten wir 


CR 
3* 
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Nun ist f eine homogene Function von a”, b°, c, und zwar vom 
Grade (—4); also ist nach einem, von Euler herrührenden Satz 
über homogene Functionen 


PARU ÉOPET MEL he, ES 
CE M LL M 
Daher ergiebt sich schliefilich, bei Volumladung 
, . 8 f ds 
23) D'=sef(-p = Ge JT 


Aus (22) und (23) geht hervor, daB sich, für dasselbe Ellipsoïd, 
die Werte der electrostatischen Energie U' bei Volumladung und 
Flächenladung verhalten, wie 6:5. Vom ruhenden System S’ zum 
bewegten System S übergehend, erkennen wir, daB nach (20a) 
dasselbe Verhältnis auch für die Werte der Kräftefunction des 
bewegten Ellipsoïds bei Volumladung und Flächenladung gilt. Auf 
Grund der Resultate des $ 4 gelangen wir nun sofort zu dem 
Satze: Alle für die Dynamik des Electrons wichtigen 
GrôBen, magnetische und electrische Energie, longi- 
tudinale und transversaleelectromagnetische Masse, 
werden im Verhältnis 6:5 vermehrt, wenn man von 
dem Falle der Flächenladung zum Falle der Volum- 
ladung desselben bewegten Ellipsoïds übergeht. 
Dieses Resultat ist im Einklange mit dem von Herrn C. H. Wind!) 
speciell für die Energie und die longitudinale Masse einer langsam 
bewegten Kugel abgeleiteten. 

Durch den soeben bewiesenen Satz ist der Fall der Volum- 
ladung auf denjenigen der Flächenladung zurückgeführt, so da 
uns weiterhin nur der letztere zu beschäftigen braucht. Bei 
Flächenladung aber entspricht, wie gezeigt wurde, die Verteilung 
der Electricität in S’ der Gleichgewichtsverteilung auf der Ober- 
fläche eines leitenden, ruhenden Ellipsoïds von den Halbaxen a’, 
b, c. Die Kapacität Q’ eines solchen wird in den Lehrbüchern der 
Electrostatik angegeben. Das Potential an seiner Oberfläche wird 


g" — 9 mithin die electrostatische Energie 


2 


7 FR eue. 0 


Nach (20a) wird also die Kräftefunction des bewegten 
Ellipsoïds, : von den Halbaxen a, bd, c 


1) C. H, Wind, Arch. Néerl. (2) 5 (1900) p. 609636. 
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24 de : 
à) = 2 V1 — x 
bei Flächenladung, und, nach dem soeben bewiesenen Satze 
2 
24b) U = #ag VIF 


bei Volumladung. Beachtet man, daB das ruhende Ellipsoïd 
in S’ gegen das bewegte in $S im Verhältnis 1:V1—%? parallel 


der xz-Axe gedehnt ist, und setzt demgemäB a — Med so 
—# 

ist U als Fuonktion der Geschwindigkeit des Electrons bekannt. 

Die Formeln des $ 4 erlauben es daher, alle für die Dynamik des 

Electrons wichtigen GrôBen zu berechnen. Für den Fall des 

kugelfôrmigen Electrons mügen diese Rechnungen ausgeführt 

werden. 


$ 6. Kugelfôrmiges Electron. 


Wir betrachten in diesem Abschnitte das Electron als eine 
Kugel vom Radius (a), deren Oberfläche mit einer electrischen 
Belegung von gleichfürmiger Dichte versehen ist. Die Anwendung 
des Reductionsverfahrens bildet das Electron ab auf ein ruhendes ge- 
a 


strecktes Rotationsellipsoïd, mit den Halbaxen a — Teri 
— 4 


a, à. 


Die reciproke Kapacität eines solchen ist) 


a + Va”—a* 
1 ( \ F3 


1 V1— x? l +) 
EE — . o ———— |. 
Q' Va? a 2xa 1—x 
G1 (24a) ergiebt, als Kräftefunction des Electrons: 
Le € (+) rhrale 
#8) Le de Res he 
Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von x ergiebt: 
CE PAUSE ESS À, 
ent 7 An se"tpettar"t) 


Die magnetische Energie beträgt, nach (18): 


x. DURE FX" KA 0e js 
25b) W, = RON PRISE A 2x (+) Eh 


1) Vgl. z. B. Maxwell, Treatise 1. p. 244 der deutschen Uebersetzung. 
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nach (15) folgt sofort die Searle’sche Formel für die Gre- 
sammtenergie: 


20) W = 2W.+U = se or 1): 


Was endlich die electromagnetische Masse anbelangt, so 
folgt, aus (18b), für die transversale: 


1 sledUtey 18% loiflhabie la 
26) m, = = pes (Co le(s#)-1) 


£ CE x dx 2ac x 


AXE 2 À » ROIS 8, 4e ….) 
= (tee "ter “trot 


hingegen, aus (18c), für die longitudinale: 


D 1 1 2 
26e) m = + Er = Bee) 


c dx 2ac x? 
2 
= MCE RE LUE LE) 


# 


Man bemerkt, daB, bei Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit, 
die transversale Masse nicht so rasch ansteigt, wie die longitudi- 
nale. Daf, in den Reïhenentwickelungen der transversalen und 
longitudinalen Masse, die Coefficienten von x verschiedene Werte 
besitzen, fand bereits Herr H. A. Lorentz); den Gang seines 
Beweises gab er nicht an. 

Bei gleichfôrmiger Volumladung der Kugel wären die rechten 
Seiten aller dieser Formeln mit (£) zu multiplicieren. Es ist also 
ein kugelfôrmiges Electron vom Radius a mit Volumladung äqui- 
valent einem mit Flächenladung versehenen vom Radius es) 
Die Abhängigkeit der electromagnetischen Trägheit von der Ge- 
schwindigkeit ist in beiden Fällen die gleiche. 

Es entsteht die Frage, ob die auf Grund der Electronen- 
theorie erhaltenen Formeln sich mit den Beobachtungsresultaten 
vereinbaren lassen. Die experimentellen Untersuchungen des Herrn 
W. Kaufmann*°) betrafen die Ablenkung der Becquerelstrahlen 
im magnetischen und im transversalen electrischen Felde; die 
Ablenkungswinkel waren so klein, daf die Beschleunigung, auch 
im electrischen Felde, als rein transversale zu betrachten ist. Es 
ist mithin die Formel (25d) heranzuziehen. Wir schreiben diese 


CR EE US 


1) IL. À. Lorentz, Phys. Zeitschr. 2. p. 78. 1900. 
2) W. Kaufmann, Gütt, Nachr. 1901, Heft 2, 
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28) m, = per 40) 
indem wir 
1 [/1+%° À 
Tor ne dre rer ee 


setzen. Die beobachtete Massenträgheit bezeichnen wir mit w, 
den absoluten Betrag der Ladung des Electrons, electromagnetisch 
gemessen, mit s, so daf 


26b) e = —C:e 
ist. 

Die erste Columne der folgenden Tabelle enthält die den Be- 
obachtungen entnommenen Werte von q- 107", die zweite diejenigen 
von = -107. In der dritten Columne sind die, den betreffenden 
Werten der Geschwindigkeit q zugehôrigen Werte von y(x) ange- 
geben, und in der vierten die Werte des Productes 


107, 


€ 


g-10% |# 107 Ÿ (x) | P 


2a 
2 Psli410: ch me ( ) 
6c) - Y(x) ë 


2,83 0,63 2,85 1,8 
2,72 0,77 2,47 1,90 
2,59 0,975 | 2,20 2,14 
2,48 1,17 2,05 2,40 
2,36 1,31 1,92 2,52 
0,6 | 1,865 | 1,333 | 2,49 


Die Zahlen der letzten Horizontalreihe beziehen sich auf Kathoden- 
strahlen; der Wert von F ist den Beobachtungen des Herrn 


S. Simon‘) entnommen, für (x) ist der für kleine Werte von x 
gültige Grenzwert (4) gesetzt. Alle übrigen Zablen beziehen sich 
auf Becquerelstrahlen. 

Ist die beobachtete Trägheit durch die dynamische Wirkung 
des electromagnetischen Feldes zu erklären, so mu w — »,, mit- 
hin das Product P constant sein. Ist, umgekehrt, P constant, so 
ist pu — Mm,. 


1) S. Simon, Wied. Ann. 69, p. 589. 1899. 
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Vergleicht man die aus Versuchen mit Kathodenstrahlen einer- 
seits, mit den langsamsten Becquerelstrahlen andrerseits erhaltenen 
Werte des Productes P, so ergiebt sich eine sehr befriedigende 
Uebereinstimmung. Wir gelangen also zu dem Resultate : 

Die beobachtete Trägheit der in den Kathoden- 
strahlen und in den langsamsten Becquerelstrahlen 
bewegten Teilchen l1äft sich vollständig durch die 
dynamische Wirkung ihres electromagnetischen Fel- 
des erklären, wenn man die Teilchen als kugelfôr- 
mige Electronen betrachtet. 

Vergleicht man die für Becquerelstrahlen erhaltenen Zahl- 
werte unter einander, so ist die Uebereinstimmung keine befrie- 
digende; doch wird man auf diesen Umstand kein sehr grofes 
Gewicht legen, wenn man bedenkt, da die genaue Messung der 
Ablenkbarkeit der Becquerelstrahlen mit wachsender Geschwindig- 
keit immer schwieriger wird. Wie mir Herr Kaufmann mündlich 
mitteilte, ist müglicherweise die Abweïichungen der theoretischen 
und der beobachteten Masse den bei der Geschwindigkeitsbestim- 
mung eingehenden Versuchsfehlern zuzuschreiben. Weitere expe- 
rimentelle Untersuchungen müssen hierüber Aufklärung schaffen. 
Sehr wünschenswert wäre auch eine Ausfüllung des Intervalles 
das die langsamsten Becquerelstrahlen von den raschesten der bis- 
her messend untersuchten Kathodenstrahlen trennt. 

Die Einführung einer constanten ,materiellen“ Masse würde 
die Abweichung zwischen Theorie und Experiment nicht aufheben, 
sondern vergrôkern; denn die theoretische Masse würde, bei Hin- 
zufügung eines constanten Gliedes, relativ noch langsamer mit 
wachsender Geschwindigkeit ansteigen. Tritt jene Abweichung 
wirklich bei Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit ein, so 
müssen unbekannte Einflüsse ins Spiel kommen. Ist sie nur durch 
Versuchsfehler bedingt, so wird man behaupten künnen: 

Die Trägheit des Electrons ist ausschlieflich 
durch scin electromagnetisches Feld verursacht. 

Zum Schlusse sei nochmals hervorgehoben, daf die hier ent- 
wickelte Dynamik des Electrons quasistationäre Bewegung an- 
nimmt; plützliche Geschwindigkeitsänderungen des Electrons sind 
ausgeschlossen. Sobald solche eintreten, sendet das Electron elec- 
tromagnetische Impulse, Rüntgenstrahlen, aus; diese Ausstrahlung, 
und dic durch dieselbe bedingte Dämpfung, fällt aus dem Rahmen 
der hier entwickelten Theorie heraus. Die soeben dargelegte 
Theorie der Kathoden- und Becquerel-Strahlen be- 
schränkt sich also auf solche Vorgänge, bei denen 
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kein merklicher Bruchteil der Energie in Rôntgen- 
strahlung verwandelt wird. Will man den Gültigkeits- 
bereich der Theorie festlegen, so muf man die bei ungleichfôrmiger 
Bewegung des Electrons emittierte Rôntgenstrablung berechnen. 
Diese Rechnung, die wesentlich andere mathematische Hilfsmittel 
verwendet, mag einer künftigen Mitteilung vorbehalten bleiben. 


Ueber reducible lineare homogene Differential- 
gleichungen. 


Von 


Alfred Loewy in Freiburg i. B. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 25. Januar 1902. 


In den folgenden Seiten beabsichtige ich einige, wie ich glaube, 
nicht unwichtige Sätze über diejenigen irreduciblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen, deren Integrale einer vorgelegten 
reduciblen linearen homogenen Differentialgleichung genügen, mit- 
zutheilen. Die Angabe der Beweise sowie weiteres Eingehen auf 
diese Sätze behalte ich mir für eine nächstens zu publicirende Ar- 
beit vor. 

Der Begriff der Reducibilität einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung ist insofern ein relativer, als er die Fixirung eines 
Rationalitätsbereiches verlangt. Wir denken uns daher ein Sy- 
stem von Functionen einer Variablen xæ gegeben; dieses System 
soll von der Vollständigkeit oder Abgeschlossenheit sein, da man 
die Functionen des Systemes unbeschränkt unter einander addiren, 
subtrahiren, multipliciren und dividiren sowie eine jede differen- 
tiren kann, ohne dafi man hierdurch das vorgelegte System verläfit. 
Ein solches Functionensystem nennt man einen Rationalitätsbereich. 
Der Rationalitätsbereich soll für das Folgende willkürlich, aber 
unveränderlich gewählt sein. 

Im AnschluB an Herrn Frobenius’) heift eine lineare homogene 
Differentialgleichung mit Coefficienten aus dem vorgelegten Rationa- 
litätsbereiche irreducibel, wenn sie mit keiner ebenfalls linearen 


1) G. Frobenius, Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 286. 
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homogenen Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung, welche 
auch nur Coefficienten aus dem Bereiche hat, ein Integral gemein- 
sam hat. | 

Ist eine lineare homogene Differentialgleichang mit Coefficienten 
aus dem zu Grunde gelegten Rationalitätsbereiche reducibel, so 
wird sie durch alle Integrale einer oder mehrerer irreducibler li- 
nearer homogener Differentialgleichungen ‘) erfüllt. 

Bei den algebraischen Gleichungen giebt es stets wenigstens 
zwei, immer nur eine endliche Anzahl verschiedener irreducibler 
Gleichungen, durch deren Wurzeln eine reducible algebraische 
Gleichung erfüllt wird; ferner ist die Summe der Ordnungen der 
verschiedenen irreduciblen algebraischen Gleichungen, durch deren 
Wurzeln die reducible algebraische Gleichang erfüllt wird, gleich 
der Ordnung der reduciblen Gleichung. 

Für eine irreducible Differentialgleichung ist der Sachverhalt 
anders: Es kann nur eine einzige oder eine endliche Anzahl oder 
auch unendlich viele verschiedene irreducible Differentialgleichungen 
geben, durch deren Integrale die vorgelegte reducible Differential- 
gleichung erfüllt wird. Es gilt nun folgender Satz: 

Giebt es für eine reducible lineare homogene 
Differentialgleichung eine einzige oder eine end- 
liche Anzahl irreducibler linearer homogener Diffe- 
rentialgleichungen, durch deren Integrale die redu- 
cible lineare homogene Differentialgleichung be- 
friedigt wird, so ist die Summe der Ordnungendieser 
irreduciblen Differentialgleichungen stets kleiner 
oder hôüchstens gleich der Ordnung der reduciblen 
Differentialgleichung. Kennt man daher für eine 
reducible lineare homogene Differentialgleichung 
eine endliche Anzahl von verschiedenenirreduciblen 
Differentialgleichungen, durch deren Integrale die 
reducible Differentialgleichung befriedigt wird, 


1) In dem vorliegenden Aufsatze sollen alle Diffcrentialgleichungen aus- 
nahmslos linear und homogen scin und nur Cocfficienten aus dem Rationalitäts- 
bereiche haben; ferner setzen wir stets voraus, daB der Coefticient der hüchsten 
Ableitung immer gleich der Einbeit sei;, diese Voraussetzung wird deswegen ge- 
macht, weil man aus einer linearen homogenen Difierentialgleichung mit Coeffi- 
cienten aus dem Rationalitätsbereiche durch Multiplication der linken Seite der 
Gleichung mit ciner nur von der unabhängigen Variablen abhängigen Function 
des Rationalitätsbereiches stets wieder eine lincare homogene Differentialglcichung 
mit Coefficienten aus dem Bereiche und genau denselben Integrälen erhält; die 
so gewonnenen unendlich vielen Differentialgleichungen mit genau denselben Inte- 
gralen kônnen aber nicht als verschieden angeschen werden. 
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und ist die Summe der Ordnungen dieser irreducib- 
len Differentialgleichungen grôBer als die Ord- 
nung der vorgelegten reduciblen Differentialglei- 
chung, so giebt es bald unendlich viele verschie- 
dene irreducible Differentialgleichungen, durch 
derenIntegrale die Ab onne Differentialgleichung 
befriedigt wird. 

Man kann zunächst nach einem Criterium dafür fragen, daf 
eine reducible lineare homogene Differentialgleichung mit unend- 
lich vielen verschiedenen irreduciblen linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen Integrale gemeinsam hat. Hierüber giebt fol- 
gendes Theorem Aufschluf: Nothwendig und hinreichend, 
damit eine lineare und homogene Differentialglei- 
chung mit unendlich vielen irreduciblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen Integrale ge- 
meinsam hat, ist, da es wenigstens zwei irredu- 
cible lineare homogene Differentialgleichungen 
giebt, deren Integrale der vorgelegten Differential- 
gleichung genügen und welche von derselben Art 
sind. 

Hat man zwei lineare ar Differentialgleichungen : 


() 


mer er D +p, (0) y = 0, 


di 
@) PQ (D + qu (de = 0 (nu Ln) 


mit Coefficienten aus dem Rationalitätsbereiche, so heift (2) mit 
(1) von derselben Art, wenn man durch eine Transformation: 


n—1 


d d 
8 = a,()y +0, @) +. (on 


deren Coefficienten a aus dem Rationalitätsbereiche sind, von den 
Integralen von (1) zu denen von (2) übergehen kann. Sind die 
zwei Differentialgleichungen irreducibel, so muss » — #, sein und 
auch (1) ist mit (2) von derselben Art; in diesem Falle, wo die 
Beziehung gegenseitig ist, sage ich einfach, die zwei Gleichungen 
sind von derselben Art. (Vgl. L. Schlesinger, Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen Il:1, S. 120, Leipzig, 
Teubner 1897). 

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung 
mit unendlich vielen irreduciblen linearen homo- 
genen Differentialgleichungen Integrale gemein- 
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sam, so giebt es unter einer jeden beliebigen Anzahl 
derartiger irreducibler Differentialgleichungen, 
bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder 
grôBer als die Ordnung der vorgelegten Differen- 
tialgleichung ist, wenigstens zwei Differentialglei- 
chungen, die von derselben Art sind. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz 
von unendlich vielen irreduciblen Differentialgleichungen, die mit 
der vorgelegten Differentialgleichung Integrale gemeinsam haben, 
kann auch in folgende Form gekleidet werden: 

Die vorgelegte Differentialgleichung mu aufer einem Inte- 
grale y,, das auch einer irreduciblen Differentialgleichung genügen 
mu, noch ein zweites Integral von der Form: 


d dd: 
d (x) Y: T & (x) _ ES a, (x) A 
besitzen; dabei sollen a,, a, ... a, Functionen des Rationali- 


tätsbereiches und s die Ordnung der irreduciblen Differentialglei- 
chung, welcher y, genügt, bedeuten. Es sei noch hervorgehoben, 
daB nicht ein jedes Integral einer reduciblen Differentialgleichung 
auch einer irreduciblen genügen mu, sondern dies eine Bedingung 
vorstellt. 

Besondere Aufmerksamkeit verdienen auch diejenigen redu- 
ciblen Differentialgleichungen, für welche man wenigstens ein 
derartiges Fundamentalsystem von Integralen fin- 
den kann, daf jedes Element dieses Fundamental- 
systemes auch Integral einer irreduciblen Differen- 
tialgleichung wird. Für diese Klasse von Differentialglei- 
chungen existiren stets entweder eine endliche Anzahl irreducibler 
Differentialgleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich 
der Ordnung der vorgelegten Gleichung ist, oder unendlich viele 
Differentialgleichungen, mit denen die Gleichung Integrale gemein- 
sam hat. Es sei noch erwähnt, daB es für eine reducible Diffe- 
rentialgleichung auch sehr wohl unendlich viele irreducible Difte- 
rentialgleichungen, mit denen sie Integrale gemeinsam hat, geben 
kann, ohne daf die Differentialgleichung zu der soeben bespro- 
chenen Gattung von Differentialgleichungen gehürt. 

Zu der soeben charakterisirten Gattung von Differentialglei- 
chungen gehôüren die algebraisch integrirbaren. Für eine jede 
algebraisch integrirbare Differentialgleichung 
kann man stets wenigstens ein derartiges Fundamen- 
talsystem von Integralen finden, da ein jedes Ele- 
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ment dieses Fundamentalsystemes Integral einer 
irreduciblen Differentialgleichung ist. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, 
damit eine Differentialgleichung die Eigenschaft 
hat, da ein jedes Element wenigstens eines Funda- 
mentalsystemes von Integralen auch einer irredu- 
ciblen linearen Differentialgleichung genügt, ist 
das Zerfallen der Rationalitätsgruppe in eine Reiïhe 
nicht reducibler Gruppen). 

Durch die Untersuchungen von Herrn Frobenius?) ist man 
auch auf die Zerlegung eines reduciblen linearen homogenen Diffe- 
rentialausdruckes in irreducible Factoren hingewiesen worden. 
Hierfür môgen noch folgende Sätze angegeben sein : 

Nothwendig und hinreichend, damit ein linearer 
homogener Differentialausdruck sich auf unend- 
lich viele verschiedene Arten in irreducible lineare 
homogene Differentialausdrücke zerlegen läBt, ist, 
daB entweder die durch Nullsetzen des reduciblen 
Ausdruckes entstehendeDifferentialgleichung oder 
irgend eine mit dieser zu derselben Art gehôrige 
Differentialgleichung mit unendlich vielen irre- 
duciblen DifferentialgleichungenIntegrale gemein- 
sam hat. 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linea- 
rer homogener Differentialausdruck in irreducible 
Factoren zerlegt wird, so kann man die Factoren 
einer jeden Zerlegung den Factoren einer jeden 
anderen Zerlegung eineindeutig zuordnen, so daf 
immer die zwei durch Nullsetzen von zwei zugeord- 


1) Das Wort ,reducible Gruppe“ verwende ich hier wie Herr Schlesinger, 
Handbuch, IL1, S. 104 Der obige Satz soll aussagen, man kann die Rationali- 
tâtsgruppe der vorgelegten Differentialgleichung in die Form: 


bringen, WO Qi, Gs, ... ay nicht reducible Gruppen bedeuten. In der Bezeich- 
nung von Herrn Frobenius (Berl. Berichte, 1899, S. 483) würde man sagen: die 
Rationalitätsgruppe mub sich in die Form einer zerlegbaren Gruppe bringen 
lassen, a, @&s,... a, sind nach Ilerrn Frobenius als primitive oder irreducible 
Gruppen zu bezeichnen. 

2) Frobenius, à. a. 0. S. 259. Vgl. auch L. Schlesinger, Handbuch, I, S, 84ff, 
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neten Factoren entstehenden irreduciblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen von derselben 
Artsind. 

Dieser Satz enthält als speciellen Fall den Satz von Herrn 
E. Landau‘); ferner folgt aus diesem Satze das von mir der 
Kgl. sächsischen Gesellschaft der Wiss. zu Leipzig mitgetheilte 
Theorem IL?); umgekehrt aber kann auch aus dem dort gegebenen 
Satz dieser hier vorliegende Satz abgeleitet werden. 


1) E. Landau, Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer Differential- 
ausdrücke in irreducible Factoren. Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 124, S. 115. 

2) A. Loewy, Ueber die irreduciblen Factoren eines linearen homogenen 
Differentialausdruckes. Berichte der Kgl. sächsischen Gesellschaft der Wiss. 
Sitzung vom 13. Januar 1902. 


Beiträge zur Aufklärung der Eigenschaften 
pleochroitischer Krystalle. 


Von 


W. Voigt. 
Mit 12 Figuren im Text. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Febr. 1902. 


Für die merkwürdigen Erscheinungen, welche Platten aus 
pleochroitischen Krystallen, normal zu einer optischen Axe ge- 
schnitten, im convergenten Lichte zeigen, habe ich die Ableitung 
aus der allgemeinen Theorie bereits vor ziemlich langer Zeit ge- 
geben, allerdings nicht sogleich in grôfiter Allgemeinheit, sondern 
zunächst nur für optisch einaxige und solche zweiaxige Krystalle, 
die rhombische Symmetrie besitzen'). Die Verallgemeinerung der 
Betrachtung auf Krystalle von beliebiger Symmetrie habe ich 
dann einige Zeit später mitgetheilt*). Aber auch jene allgemei- 
neren Entwickelungen zeigen nach einer Richtung noch eine ge- 
wisse Lücke. Im Interesse der Vereinfachung der im Allgemeinen 
sehr complicirten Formeln wurde, neben den Richtungen der soge- 
nannten *) optischen Axen selbst, nur ein Bereich R in Betracht 
gezogen, welches diese nicht ganz unmittelbar umgab, sondern, 
ringfürmig gestaltet, wie nach auBen, so auch nach innen abge- 
grenzt war. Diese Beschränkung erschien zunächst unbedenklich, 
weil die abgeleiteten Formeln den weiïitaus grôfiten Theil der be- 
obachtbaren Erscheinungen darstellten, und deren Fortsetzung in 
den Raum Z”, der von dem Ringgebiet R umschlossen ist, nahezu 
selbstverständlich erschien. In der That verlaufen die Erschei- 


1) W. Voigt, Gôtting. Nachr. 1884, p. 337. 

2) W. Voigt, Kompendium der theoretischen Physik Bd. II, S. 719 u.f., 1896. 

8) Es mag daran crinnert werden, daB das Verhalten absorbirender Kry- 
stallc längs dieser Axen von demjenigen durchsichtiger abweicht, 
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nungen bei hôher symmetrischen Krystallen so, daB über ihre Fort- 
setzung innerhalb R' kaum ein Zweifel bleiben kann. Aber bei den 
niedrig symmetrischen, insbesondere denen des triclinen Systemes, 
liegen die Verhältnisse so eigenartig, daf ihre nähere Unter- 
suchung erwünscht scheint. Dieselbe ist im Nachstehenden in der 
Weise geliefert, da8 Formeln entwickelt und discutirt werden, 
welche für Krystalle beliebiger Symmetrie die ganze 
Umgebung deroptischen AxengleichmäBigumfassen. 
Dabei haben sich einerseits schône GesetzmäBigkeiten herausge- 
stellt, die bisher noch nicht bemerkt sein dürften ‘), und es hat sich 
andererseits die Erklärung eïiniger bisher noch nicht gedeuteter 
Erscheinungen ergeben, wie insbesondere der idiophanen Ringsy- 
steme, die man unter gewissen Umständen an Platten absorbirender 
Krystalle beobachtet. 

1) Die Grundgleichungen. Die neuere Theorie der Ab- 
sorption und Dispersion geht von den allgemeinen Maxwell-Hertz- 
schen Formeln aus, die in der gebräuchlichen Bezeichnung (XYZ 
für die Componenten der electrischen, ABC für die Componenten 
der magnetischen Kraft) lauten 

0 A 0Y : 07\ 0% 0C ôB 
” Xe + VS Sad ( ) 


0z “ 


gp (072 


und definirt in ihnen die qjutate Polarisationen & y, 8 durch 
gewisse Hülfsvectoren £,, ÿ,, 4, die sich durch die Hypothese der 
Electronen veranschaulichen lassen, gemäB den Beziehungen 

2) X— X+2Zx, Ÿ — Y+21,, 8 — Z+2%. 

Die Hülfsvectoren werden gewissen Bedingungen unterworfen, 
welche ihnen gedämpfte Eigenschwingungen von bestimmter Pe- 
riode gestatten. Für Krystalle schreiben wir dieselben, indem 
wir unter «,., Bl., y}, Parameter, unter dem Symbol À einen obe- 
ren Index, unter die Ableitung nach der Zeit verstehen: 


3) En + Bis En + Pis En À Ca Da À Bra Da + Via Dh 
+ God + Bladi + Pad = À, 


Dabei kann man AS energrtische Faites die Beziehungen 


h 


4) Cun = Un) [Un — Pom) Van = a A 

plausibel machen, die wir annehmen wollen. 
Bei Einführung periodischer complexer Lôüsungen giebt dies 
1) Hierzu ist zu vergleichen P. Drude, Wied. Ann. Bd. 32, p. 586, 1888; 


Bd. 40, p. 665, 1890. 
Egl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1002. Hoft 1. 4 
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5) . Dati Dis + à Dis RE X, 


wo die D,, leicht HÉbtee Functionen . Periode + sind, welche 
die ÉeAchaiget D,, = D,, erfüllen. 

Lôst man doser Gleichungen nach £,, ÿ,, 3, auf "T schreibt 
das Resultat 


6) = Xdi+] Y2 à + Zu 


so ergiebt sich für die electrischen Polarisationen 
7) ; = ÉŒ = (gra )+Y24% eee 


und endlich enr für die Kraftcomponenten 

8) — X0,, +290, +80, 

wobei wiederum gilt @,, — ©, Setzt man 

9) O0, = a, +10, 

so sind die je sechs a,, und b,, Componenten je eines 
Tensortripels') a,,a,,a,resp. b,,b,,b,, welches den Kry- 
stall für die betreffende Marhe characterisirt. Das 
erstere mag kurz als das Polarisations-, das letztere als das 
Absorptionstripel bezeichnet werden. Wir wollen festsetzen, 
daB gilt 

10) D 00, 00, > 00 


Die Orientirungen der beiden Tripel im Krystall sind im Allge- 
meinen verschieden; nur wenn der Krystall besondere Symme- 
trien besitzt, kônnen sie ganz oder theilweise übereinstimmen. 
Wir legen den drei an sich zweiseitigen gerichteten GrôBen 
willkürlich einen Richtungssinn bei, sodaf die positiven Richtungen 
von 4, 4, & und von b,, b,, b, je ein directes Axenkreuz bilden, 
also je ein Coordinatensystem repräsentiren. Figur 1 (a. d. f. S.) 
giebt hiervon eine Anschauung. 
Jedem Tripel ordnen wir ein Ovaloid von der resp. Glei- 
chung 
11) r, ax +afi+a,ys 
rs — bas+0,B;+0,7; 
zu und nennen das erste das Polarisations-, das zweite das 
Absorptionsovaloid des Krystalles für die bestimmte Farbe, 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. v. 1900, p. 355. 


MN # 
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Die Normalen À, und B, auf den Kreïsschnitten dieser Ovaloide 
liegen in den Ebenen a, a, resp. b,b, und schliefen mit den resp. 
Tensoren a, und b, die Winkel o und s ein, gegeben durch 


sin'o — 1%, ços'o = +, 

12) aa d —d 
b, —b b,—b 

2 582 1 2 2 2 L] 8 ; 

sin s — b cos 8 — : SENTE x 


Wir nennen die À, die 
Polarisations-, die 
B, die Absorptions- 
axen des Krystalles 
für die bestimmte 
Farbe; verschwindet 
die Absorption, so wer- 
den die À, mit den op- 
tischen Axen des Kry- 
stalles identisch. Die 
Einführung der Absorp- 
tionsaxen erleichtert die 
Aufdeckung der Gesetz- Fig. 1. 
mäBigkeiten bei absorbirenden Krystallen allgemeiner Symmetrie 
ganz auBerordentlich !). 

Die gegenseitige Lage der Polarisations- und der Absorptions- 
axen, welche Fig. 1 durch eine Darstellung auf der Kugel veran- 
schaulicht, ist für die beobachtbaren Erscheinungen von groBer 
Bedeutung. Man erkennt leicht, da@ hier eine groBe Fülle von 
Müglichkeiten vorliegt; selbst bei den einfachsten zweiaxigen Kry- 
stallen, denen des rhombischen Systemes, sind sechs, resp. acht 
verschiedene Fälle müglich. 

An den zweiseitigen Richtungen À, und BP, unterscheiden wir 
willkürlich die eine Seite und nennen À, diejenige Axe, die zwi- 
schen +a, und +u,, À, diejenige die zwischen —a, und +a, liegt; 
analog B, die zwischen +b, und +,, B, die zwischen —b, und 
+0, gelegene (s. Fig. 1). — 

Setzt man die Beziehungen (8) in das System (1) der Haupt- 
gleichungen ein, so kann man aus ihm %, 9%, 8 eliminiren und er- 
hält ein System von Formeln für die magnetische Kraft allein, 
die ja bekanntlich durch ihre Schwingungen direct das bestimmt, 


1) W. Voigt, Kompendium Il, p. 716. Dort weichen die Bezeichnungen 
yon den obigen in mehrfacher Hinsicht ab. 


4* 
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was man den Polarisationszustand einer Welle nennt, und 
die wir deshalb hier bevorzugen wollen. 

Wir betrachten die Fortpflanzung einer homogenen ebenen 
Welle in dem Krystall und legen die Z-Axe eines Coordinaten- 
systemes in die Fortpflanzungsrichtung. Bezeichnen dann u, b 
die’ complexen Schwingungscomponenten der magnetischen Kraft 
nach den transversalen, aber vorläufig beliebigen Richtungen X 
und YŸ, so lauten die Differentialgleichungen 


d'u OU sl at à 
F2 = (CA re 1) F2 — (a; + 10.) os” 
13) 
CN) "00 TO 
F2 = (au +) Sr — (Gin + 112) FT 
oder kürzer 
Ca MA 7 CL 
GP non Gp? 
14 
do _, on, u 
ot? CET Pers Ad EF 


wobei a, — a,,+1b,.. 

Diese Fundamentalformeln sind hier aus der Electronentheorie 
abgeleitet worden; sie sind davon aber unabhängig und lassen 
sich z. B. ganz direct aus den alten Gleichungen für durchsichtige 
Krystalle gewinnen, indem man nur deren reelle Parameter mit 
complexen vertauscht, also neben dem einen, reellen, noch ein 
zweites, imaginäres, Tensortripel zur Characterisirung der Sub- 
stanz heranzieht. 

2) Verschiedene Coordinatensysteme. ŒÆEiner der 
beiden Parameter a, 
und b,,, aber im Allge- 
meinen nureiner von 
ihnen, läBt sich durch 
eine geeignete Wahl des 
Coordinatenkreuzes X Y 
zu Null machen. 

Construirt man die 
Ebenen durch Z und À, 
resp. À,, halbirt den 
von ihnen eingeschlos- 
senen Winkel Z durch 
eine dritte Ebere ZP 
und legt die X-Axe in 
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diese Ebene, so wird 
15) . (@,;) = 0, 


wobei die Klammer die Einführung dieses speciellen Axenkreuzes 
andeutet, das auch selbst mit (XY) bezeichnet werden mag. Zu- 
gleich wird 


16) (ax) = (a +a,)+4(a, —a,) cos (U, — U,), 
wobei 
<Z,4, = U,, <2, A, =U, 

gesetzt ist. 

Construirt man dagegen die Ebenen durch Z und B, resp. 
B,, halbirt den von ihnen eingeschlossenen Winkel J durch eine 
dritte Ebene ZQ und legt die X-Axe in diese Ebene, wodurch ein 
zweites specielles Axenkreuz [XY] gegeben ist, so wird bei ent- 
sprechender Bezeichnung 
17) (b,a] = 0, 
18) LA ns è (b, 1 b,) 18 3 (CA Æ b,) cos (7, —h), 
[b,,] — à (@, +0,)+ 4 (6, + b,) cos (07 +P,), 


wobei 
< Z,.B, eV et D}; 


1 


gesetzt ist. Fig. 2 veranschaulicht die hier vorliegenden Verhält- 
nisse. 

Schliefen die Ebenen ZP und ZQ den von Q nach P gerech- 
neten Winkel # ein, so ist zugleich, da sich Tensorcomponenten 
wie die Quadrate von Vectorcomponenten transformiren : 


[a] = (a,) cos "p+(a,) sim", (,) = [b,,]cos *# +[b,.] sin y, 
19) [a] = (a,,) sin *p+(a,)cos'#, (4,) — [b,] sin *p+[0,.] cos, 

[a,,] Sn —((a,,)—(a,;)) sinÿcos Ÿ, (b,2) = ([d4] 7 UM) sin ÿ cos y. 
Hieraus folgt auch 


20) [a] ia [a] — (a,,)+(a,;), [a,.] =. [a,,] ms ((&,,) = (a,)) cos 2y, 
(b,;) = (D,1) = [b,.] SE (b,,) (b,,) (bn) Fi (URI zo [b,,]) cos 2. 


Die Beziehungen (15) bis (18) lassen sich (abweichend von 
dem gewühnlichen Beweise) direct aus den Definitionen der Tensor- 
componenten a, resp. b,, gewinnen. In der That gilt z. B., wenn 
die Richtungscosinus der Axenkreuze a,, a,, a und X, Ÿ, Z durch 
das Schema 
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x UT Z 
a, CA (7 a, 
‘D a,| 8, BB, 
Ag] V1 Ya Vs 


gegeben sind: 


di — a, +a,fi+a,i; 
22) An = 4 +af;+a,p; 
d, = ua, +a,fp,B, +47; 


Nach Figur 38 ist aber 


COSU, — 4, SiINO+Y, COS0, COSU, — — à, Sin 0 + y, COS 0, 
28) cosu! — «,sin0+7y,Co80, Ccosu, — —«, sin 0 +Y, COS 0, 
cosU, — a,sin0+y,cos0, cosU, — —a«,sino+7, cos 0, 
also 
COS U,—COSU, — 2a, sino, Cos4, +cos u, — 2y, cos 0, 
24) cosu,—cosu, — 2a,sino, cosu#i+cosu, — 2y, cos 0, 
cosU, — cosU, — 2a, sino, cosU,+cosU, — 2y, cos o. 


Ferner ist ebenfalls nach der Figur 


25) cos u, — sinl/, cost, cosu, — sinU, cos i,, 
cos #, — sinl/, sin, cosu, — sinU, sini,. 


Die Function (a,,) läBt sich aber wegen 


aa, +B,B,+7;7: = 0 
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nach (22) und (12) schreiben 


ds = (a,—a,) (x, «, sin ‘0 — y, y, cos ‘0) 

und dies liefert nach (24) 

dy — —+#(a, —a,) (cos u, cos u, + cos w, cos u!), 
oder wegen (25) auch 
26) d, —= —#(a —a,) sinU, sinU, sin (i, +4,). 
&, verschwindet also in den Polarisationsaxen (d. h. für U, oder 
U, gleich Null) ganz unabhängig von der Lage des XY-Systemes, 
im Allgemeinen aber nur, wenn letzteres so gewählt ist, daB 


i,+ù, = 0 oder —x ist. Wir setzen willkürlich die erste der 
beiden Lagen fest, wählen also die Beziehung 


27) = —ù = #1 


Die durch (a,,) — 0 definirte XZ-Ebene halbirt hiernach den 
Winkel Z zwischen U, und U, (oder den Nebenwinkel, was nur auf 
eine Bevorzugung der XZ- vor der YZ-Ebene herauskommt). 

Die Ausdrücke (a) und (a) aber nehmen successive die 
folgenden Formen an; wegen (22) 

(a,;) 4 (a, Æ a,) (CA sin *0 — vi cos ‘0), 
(a,,) pm EN (a, Po 43) (CZ sin ‘0 — ds cos ‘0), 
und wegen (24), (25) und (27) 
28) (a,,) = a,—(a,—a,)cosu,cosu, — a,—(a,—a,) sinU sinU, cos "#1, 
(a) = a,—(a,—a,)cosu;cosu, — a,+(a,—a,)sinU, sinU, sin 41. 
Nan ist aber nach (12) 
29) a, — 4(a,+æ)+4(a,—a,) cos 20 
= }(c,+a,)+4(a,—a,) (cos U, cos U, +sinU, sinU, cos I), 
und die Einführung dieses Werthes ergiebt, wie oben benutzt: 
(a,,) sd (a, +4) +4 (a, — as) cos (U, +U,), 
(a) = 3 (a+ a)+4(a— a) cos ( U,—U,). 
Ganz analog kann man mit den {b,] verfahren. , 
3) Formulirung des Problemes. Bezeichnen wir nun- 


mebr mit % und G die complexen Amplituden von u und v, mit 0 
die complexe Geschwindigkeit, so folgt aus (14) allgemein 


31) (,—0)$ = 4,6, (a,-0)8 = 0,3 


30) 
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also 

32) (a,, —0") (a, —0°) = de, 
&  a,,—-a, © 

33) gti = 1. 


Dabei ist 0 — æ/(1—ix), unter «© die reelle Geschwindigkeit, unter 
x den Absorptionsindex verstanden. 

Absorbirt — wie in den meisten Fällen von practischer Be- 
deutung — der Krystall so schwach, daf x° neben Eïins vernach- 
lässigt werden kann, so ist 


34) D — @"(1+2ix), 
und die Gleichung (32) zerfällt in die beiden 


(a, = &°) Gi &œ*)— ai, ES @, —20° x) (D, —20° #}=0:,; 


(a, nn” () (D —2&° x) a (Gus Fe (à) (,, — 20° x) É 2a,, db. 


Das früher (neben der optischen oder Polarisations-Axe selbst) 
untersuchte Bereich war dadurch characterisirt, daf innerhalb des- 
selben (a, —a,,) (absolut genommen) immer noch gro8 gegen 2w°x 
resp. die Parameter b,,, b,,, b,, sein sollte. In diesem Falle konnte 
man leicht in folgender Weise verfahren!). 

Durch Einführung des durch die Ebene ZP characterisirten 
Coordinatensystemes (XY) kann man (a,,) —0 machen und er- 
hält dann aus der ersten Gleichung (35) bis auf GrôBen zweiter 
Ordnung richtig 


36) oi = (a»), © — (a). 


Das Einsetzen dieses Resultates in die zweite Gleichung (35) 
liefert 


35) 


37) 20%, = (O2) 2&,%, sl (B,6} 
also 
38) Pan (D,:)/2(Qs), ee (@,,)/2 (a). 


Ist (a,;)—(a,,) von gleicher Ordnung wie die b,,, so gelten die Be- 
zichungen (36) und (38) bis auf Grôlen erster Ordnung exclusive: 
ist (a,,)—(a,,) klein neben den (b,,), wie dies bei starker Annähe- 
rung an die Polarisationsaxen stattfindet, so ist auf dem ange- 
gebenen Wege überhaupt keine Annäherung zu erhalten. 

Zieht man die Werthe (30) für (a,,) und (a,,) in Betracht, so 
erkennt man, da die Formeln (36) mit den bei durchsichtigen 
Krystallen gültigen übereinstimmen, u. zw. die mit (1) bezeichnete 


1) W. Voigt, Kompendium II, p. 719 u. f. 


Beitrâge zur Aufklärung der Eigenschaften pleochroitischer Krystalle. 57 


Welle mit der ordinären, die mit (2) bezeichnete mit der extra- 
ordinären dann zusammenfällt. Wir wollen für die allge- 
meinen Entwickelungen die Bezeichnungen erste 
und zweite Welle weiterhin stets beibehalten. 

In der Polarisationsaxe selbst, wo für jedes System XY der 
Parameter a, verschwindet, kann man das System [XY] ein- 
führen, für welches [b,,] — 0 ist, und erhält dann aus (35), da 
dort. a, = &,, = a, ist, 

39) ii=bo 5 0, 


40) Mi [b 2/24, %, — [6,,1/2a,. 


Durch Vorstehendes ist die bei der früheren Untersuchung 
gelassene Lücke characterisirt. 
Die Formel (33) schreiben wir 


41) (as ra oi ) +1 (CZ Fr b,;) re (CA + b,;) È Fr ÿ) 
oder bei Einführung des Systemes (XY) auch 
2) (a)-G)+i@)-Gu) = @)(R—S) 


Ist (a,,)—(a,,) sehr groB neben den (4,,), so mu8 entweder G/% 
oder %/G einen sehr groBen imaginären Theil haben, d. h, die 
beiden Bewegungen müssen in sehr gestreckten Ellipsen statt- 
finden, deren grofie Axen resp. den Richtungen (X) und (Y) pa- 
rallel sind; das Licht mu angenähert lineär polarisirt nach diesen 
beiden Richtungen schwingen. 

Ist (a,,)—(a,,) von gleicher Ordnung wie (4,,)—(b,,;), so ist 
dieser Schluf nicht mehr zulässig, die Ellipsenaxen besitzen gleiche 
Grôfenordnung; ist endlich (a,,)—(a,,) klein neben (b,,)—(b,,), so 
wird der reelle Theïil von @/% resp. 3/6 überwiegen. Für 
ay = 4 == 4, A. h. für die Richtung einer Polarisationsaxe, kann 
man wiederum das System[XY] einführen und erhält hier wegen 
des verschwindenden [b,,] unendlich grofe reelle Werthe 6/3 
resp. ÿ/@, somit also streng lineär nach den Richtungen [| X] und 
[Y] polarisirtes Licht. 

Auch hier ist der Uebergang, der von dem Zustand in grôs- 
serer Entfernung zu dem in der Polarisationsaxe führt, noch auf- 
zuklären. — 

Wir wenden uns nunmebr der ganz allgemeinen Untersuchung 
des Schwingungszustandes in der Nähe der Polarisationsaxen zu 
und betrachten dabei ein Bereich in so naher Umgebung der Pola- 
risationsaxe À,, da8 der Winkel U, der Fortpflanzungsrichtung Z 
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gegen À, neben Eins vernachlässigt werden kann und V,, P, 
als constant gelten dürfen. U, setzen wir — 20+4 und sehen 
als klein von erster Ordnung neben 20 an. Eine dichte Nachbar- 
schaft der andern Polarisationsaxe À, oder einer Absorptionsaxe 
B, bei À, ist dabei also ausgeschlossen, hat aber auch bisher 
keine practische Bedeutung. 

Unter den gemachten Annahmen sind [b,,] und [b,,] gemäf (18) 
merklich constant; (a,,) und (a) aber nehmen nach (16), dà die 
Beziehung (29) besteht, bis auf GrôBen zweiter Ordnung exclusive 
die Werthe an 


43) (a) = a,-+4(a,—a,)(U,-u) sin 20, (a,,) = a,—4(a,—a,)(U,+u)sin 20, 
was wir abkürzen in 
44) (a) = a,+aU,, (a) = a,—aU,, wobei 4, = a,—au. 


Nach unserer Festsetzung (10) ist dabei a eine stets positive 
GrôBe und auBerdem a, von a, wegen des stets kleinen (a —a,)/a, 
nur um eine kleine GrôBe von hôüherer als erster Ordnung ver- 
schieden. 

Das Bereich, welches durch diese Vernachlässigungen begrenzt 
wird, ist natürlich ziemlich eng, wenn man auch die Genauigkeit 
der in Betracht kommenden Beobachtungen niedrig ansetzt. In- 
dessen kann man doch die abzuleitenden Resultate, in denen a, 
keine wesentliche Rolle spielt, eine erhebliche Strecke über die 
gezogenen Grenzen hinaus verwerthen, wenn man sich daran er- 
innert, daB in den strengen Formeln (16) 


1(a,—a,) sinU, sinU, an Stelle von aU,, 


steht, und für [b,,], [b,,] die Formeln (18) gelten. Es sind demge- 
mäf in weiterer Entfernung von À, die Parameter a, [b,,], [b,,] 
als langsam veränderlich anzuschen, und zwar in einer 
Weise, die dem einzelnen Krystall individuell ist. -Statt a als 
varirend zu betrachten, kann man auch sinU sinU, — W, statt 
U, als Variable eingeführt denken, was darauf herauskommt, daf 
an Stelle des wirklichen Raumes ein in leicht ersichtlicher Weise 
deformirter der Betrachtung unterzogen wird. Demgemäf 
werden wir in Annäherung bei der Discussion der Resultate auch 
weiter von À, abliegende Richtungen in Betracht ziehen dürfen. 

4) Das Gesetz der Absorptionen. Die Formeln (35), 
welche die Grundlage unserer Betrachtungen bilden, enthalten dic 
beiden Unbeckannten w* und x, resp. 2w°x. Für die Absorption 
einer Welle ist bekanntlich das Verhältni8 x/®, resp. bei Multi- 
phcation mit der Geschwindigkeit v im leeren Raum, das Product 
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nx (der Absorptionscoefficient) maBgebend, in dem » den Brechungs- 
index bezeichnet. Die GrôBe 2w°x verläuft im Allgemeinen ganz 
abweichend von x/w. Indessen in dem von uns zunächst abge- 
grenzten Bereich um À,, wo, wie:sich zeigen wird, æœ° nur um 
eine GrôüBe von mindestens erster Ordnung von der Constanten 
a, verschieden ist, kônnen wir zumeist die Abweichungen des 
Verlaufes ignoriren und den Parameter 


45) 2x — k 


direct als für die Absorption maBgebend betrachten. 
In grôferen Entfernungen von À, wird dies Verfahren wenigstens 
bei qualitativen Ueberlegungen zulässig sein. Wir werden sehen, 
daB &* und % in dem betrachteten Bereich sehr einfache und ele- 
gante (esetze befolgen. 

Legt man die X-Axe wieder in die Ebene ZP (s. S. b2), so 
verschwindet (a), und es wird aus der ersten Gleichung (35) bei 
Berücksichtigung von (19) 


46) (a, —o") 7TF ((6,,]—%) (LB,,]—#)+aæU; = r’ 
wobei r eine neue Bezeichnung ist, und es folgt 
47) dd Er 


Dabei entspricht das obere Zeichen, wenn r als absolute Grüfe 
geführt wird, ersichtlich derjenigen Welle, die bei durchsichtigen 
Krystallen als ordinäre bezeichnet wird und hier als (1) charac- 
terisirt ist, das untere der extraordinären (2). 
Die zweite Gleichung (35) wird hiernach zu 
ÉE r+aU,) ([,,] sin “p+1[6,.] cos “p—k) 
+(+r—aU,)([b,,] cos *#+[6.,,] sin "#—#k) = 0, 


oder nach einfacher Reduction zu 


(1-2) (6,12) +009)(8:)+16,1-—24) 
= a U;([8,,]—[8,,) cos" 2. 


48) 


49) 


Dies ist eine Gleichung vierten Grades in Bezug auf k, die 
sich auf eine biquadratische reducirt durch die Substitution 


50) k = 4(0,]+0,)+r = 7+r; 
ihr schliefen wir bequem die Abkürzungen an 
51) aU, = a, &(10,,1— [0,,)) = f, 2 = 4; 


wobei B nach (18) und (10) als positiv zu betrachten ist. 
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Wir erhalten s0 
52) p°+p'(@ —8") = «ff cos y, 
woraus sich ergiebt, da p° = 0 sein mul, 


58) D = 4[(8—0)+ V(B— x)" +40 ff cos y]. 


Die Discussion knüpft man am besten an die Formel (52) an. 
Construirt man alle vorkommenden Richtungen durch das Centrum 
einer Kugel vom Radius a, und beschränkt sich gemäf der An- 
nahme auf die so nahe Umgebung der Polarisationsaxe À,, da 
das in Betracht kommende Stück der Kugel von einer Ebene nicht 
merklich abweicht, so kann man die Vorgänge in einer ebenen 
Figur (s. Fig. 4) dar- 
stellen. In dieser Ebene 
ist aU —« der Ab- 
stand, der zwischen dem 
Schnittpunkt À, der Po- 
larisationsaxe und dem 
Schnittpunkt Z der 
Wellennormale mit der 
Kugelfläche liegt, À, 
—— A, die Spur der 
Ebene der Polarisations- 
axen, wobei À, als sehr fern liegend zu denken ist. Ferner kann 
man in der Figurebene die Projectionen der Z zugehürigen Richtung P 
und der nach Annahme in dem betrachteten Bereich der festen 
Richtung Q durch À, zeichnen, deren Winkel mit der Greraden 4, 4, 
nur um GrüBen zweiter Ordnung von £1 und K = £1+% ab- 
weichen. Construirt man weiter noch eine Richtung, die mit 
A,—A, den Winkel 2X einschlieft und verlängert sie durch À, 
hindurch, so macht « mit dieser Verlängerung den Winkel 


54) Le RENTE 


Fig. 4. 


Wählt man die letztere Richtung zur Ë-, die dazu normale 
zur 7- Axe, s0 ist 


55) acos y = Ë, asiny —= —1, 
und Formel (52) nimmt die Gestalt an 
56) p* +p'(E + —f") + Ep? 


oder 


Beitrâge zur Aufklärung der Eigenschaften pleochroitischer Krystalle. 61. 


? 2 

87) 1=-É+ 

Dies zeigt, daB die Curven gleicher Werthe p confocale Hyper- 
beln sind, deren Brennpunkte die Coordinaten £ — 0, 7 — +8 be- 
sitzen. Jeder Hyperbel entsprechen zwei entgegengesetzt gleiche 
Werthe von », und somit zwei #4, die das constante Mittel y be- 
sitzen. Werthe von p’, die 8° übertreffen, kommen nicht vor; k 
liegt also in dem von der Formel umspannten Bereich überall 
zwischen [b,,] und [b,.]. 

Trägt man p als dritte Coordinate & zu Ë und 7 auf, so er- 
hält man eine Oberfläche mit zwei Hüllen, die durch die £y-Ebene 
symmetrisch getheilt wird. Die Fläche wird durch die £é - Ebene 
in den Geraden 7 — 0, £ — + geschnitten, durch die 7£-Ebene 
aber in einer Curve, die aus einem Kreis und einer Geraden zu- 
sammengesetzt ist; denn Formel (63) ergiebt für 4 = 4x, « = 


58) für m<p, m+e = p, 
für > f, € = 0. 

Die beiden Hüllen der Fläche p — f(£, n) durchdringen sich also 

in den Geraden Ë —0, 7 —$", und die Punkte E— 0, nm — +B 

sind für die zweiwerthige Function p = f(£, n) die Windungspunkte. 


Um das Verhalten von € — p in der 7-Axe zu untersuchen, 
bilden wir noch für £ — 0 


59) RCE 

Cu pipe.) 
Es ist hiernach für alle Stellen des Schnittkreises von der Glei- 
chung n°+6 — B° naturgemäB O£6/0ë — 0; dagegen gilt für die 
Stellen der Schnittgeraden & = 0, n° > B° 


COR 

d% Vip 

Die beiden Hüllen der Oberfläche für » durchkreuzen einander 
also unter um so kleinerem Winkel, je weiter vom Coordinaten- 
anfang entfernt die betrachtete Stelle liegt. 

In Figur 5 sind die beiden Schnitte der Oberfläche für p mit 
der ££- und y£-Ebene durch ausgezogene Linien dargestellt. Aufer- 
dem ist in einer zur £y-Ebene parallelen Ebene e,e,e,e, die ihr zu- 
gehôrige Schnittcurve, nämlich eine der Hyperbeln p — Const., mit 
punktirten Linien eingetragen. Füällt diese Ebene in die £7-Ebene, 
so werden die Hyperbeln zu den Geraden £ = 0, FoSnS +8; 


- 


60) 
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entfernt sie sich von ihr um £ — +8, so werden sie zu den Ge- 
raden 7 = 0, £ = +, 


L TT 


| 
Fig. 5. 


Aus der Oberfläche für » folgt die für k, indem man den An- 
fangspunkt der £& um die Strecke —1([b,,]+1[b,,])) — —7 verschiebt. 

Zum SchluB dieser Darstellung mag nochmals daran erinnert 
werden, daf gemäf dem auf S. 59 Gesagten die GrôBe k in der 
Umgebung einer Polarisationsaxe mit dem Absorptionsindex nx 
nahezu proportional ist und somit ganz directe practische Bedeu- 
tung besitzt. 

5) Das Gesetz der Geschwindigkeiten. Um zu er- 
kennen, wie in der Nähe der Polarisationsaxe À, die Geschwin- 
digkeit @ varürt, knüpfen wir an die Formel (47) an und setzen 
darin für r den Werth (46), der sich nach Eïinführung von p ge- 
mäf (50) und der Abkürzungen (51) reducirt auf 


61) = pp + 0 — B. 
Hiernach resultirt 
62) = a, +Vp+e—f, 


was bei Benutzung von (53) schliefilich ergiebt 
63) o = a, + |/1(VE 0) FAR c0s 7 + pr). 


Da « und B von hüherer als erster Ordnung klein sind, so unter- 
scheidet sich &? jedenfalls um ein Glied von hüherer als erster 
Ordnung von 4, und 4,, wie dies auf S. 59 bereits benutzt worden ist. 
Die zwei derselben Fortpflanzungsrichtung entsprechenden Gc- 
schwindigkciten w, und w, werden cinander gleich, falls 


(4) Qt = VOB 0) + Auf cos yat -f = 0 
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ist. Da von der Wurzel der absolute Werth zu nehmen ist, so 
ist diese Gleichung für alle Richtungen erfüllt, die den Bedin- 
gungen genügen 


6b) cosY =\0,s pl= 0. 


Benutzt man wieder die Darstellung von S. 60 und setzt demge- 
mäB « cos y — Ë, —« sin y — 7, so bestimmen die Formeln das Stück 
der 7-Axe, für das —B <n<+8 ist. 

Die beiden Geschwindigkeiten werden somit bei 
einem absorbirenden Krystall einander gleich für 
zwei ganze Fächer von Richtungen, die (nahezu) je 
in einer Ebene liegen und je eine Polarisationsaxe 
als Mittellinie besitzen. 

Im Uebrigen finden constante Werthe » und somit constante 
Geschwindigkeitsdifferenzen ©, —o, statt in den Curven von der 
Gleichung 

£? 7 : 
66) 1 = CS F+F? 
dieselben sind Ellipsen mit den Brennpunkten an den Stellen 
ë—= 0, 7 = +, in die auch die Brennpunkte des Hyperbelsystemes 
p = Const. fallen. Jeder Ellipse entsprechen zwei entgegengesetzt 
gleiche Werthe von r, und somit zwei Geschwindigkeiten, deren 
Quadrate das Mittel «, besitzen. 

Trägt man r als dritte Coordinate £ senkrecht zu £ und y 
auf, so erhält man wiederum eine Oberfläche mit zwei Hüllen, 
welche durch die £y-Ebene symmetrisch getheilt wird. Ihre Schnitt- 
curve mit der E6-Ebene ist das Paar von um 45° gegen die £-Axe 
geneigten Geraden 
67) n=0, t= +8; 
ihre Schnitteurve mit der £-Ebene ist für —8 < 7 <+8$8 die 7- 
Axe selber, für + co < n < +B dagegen die gleichseitige Hyperbel 
68) En DM TN CE 
Es durchdringen sich sonach die beiden Hüllen der Oberfläche für 
r in der Geraden £ — 0, 7° </f, und es sind die Stellen E = 0, 
n = +B die Windungspunkte, wie von p, so auch von der zwei- 
werthigen Function r — f(E, n). 

In Figur G sind die Schnittcurven der Oberfläche für » mit 
der £é- und der #6-Ebene durch ausgezogene l'inien dargestellt ; 
auBerdem ist eine zur Ëm- parallele Ebenc €,, e,, e,, e, angedeutet 
mit der darin licgenden punktirten Schnitteurve, nämlich der be- 
treffenden Schnittellipse r = Const. Küällt die Ebene in die &- 
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Fig. 6. 


Ebene, so wird die Ellipse zur Geraden £=0, —8 << m < +8, 
entfernt sie sich nach der einen oder nach der andern Seite, so 
nehmen die Ellipsenaxen entsprechend zu, während die Brenn- 
punkte den constanten Abstand 28 behalten. 

Aus der Oberfläche für r folgt nach (47) diejenige für æ°, in- 
dem man jede £&-Coordinate um den Betrag a, vergrôfert, der sich 
aus (44) zu a,+au ergiebt. ist aber nach dem der Gleichung 
(43) Vorausgeschickten gleich U,—20, d. h. in der hier benutzten 
Annäherung gleich U, cos Z; demnach wird schlieBlich 


a, —= a,+acos I — a,+Ecos 2K—1sin 2X. 


Die Fläche für «° ist somit gegenüber derjenigen für r sowohl ge- 
hoben, als deformirt, resp. durch Drehung um eine zu 4,4, 
normale Axe geneigt. — 

Eine besondere Untersuchung verlangt die Frage, wie die 
beiden Wurzeln für k# (resp. p) und © (resp. r) einander 
zuzuordnen sind. 

Aus (48) folgt unter Rücksicht auf die Abkürzungen (60) 
und (b1) 

+r(y—#)+a8 cosy = 0, 
wäbrend zugleich nach (47) 
o = a tr 


ist. Wir haben somit bei Einfübrung von « cos y = Ë ganz all- 
gemein 
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Hieraus folgt, daB, wenn man wie Seite 59 diejenige Welle, deren 
Geschwindigkeit durch die obere Hülle der Oberfläche von der 
Gleichung (66) gegeben ist, mit (1) bezeichnet, dann für £ Z 0, 
k, Z y oder p, Z 0 sein muB; wenn die andere Welle mit (2) be- 
zeichnet wird, analog für EÉZ0, 4, <y oder p, S0. Es ent- 
sprechen sich somit die oberen und die unteren Hül- 
len derbeiden Flächen für œw (oder*) und für k(oder p) 
nicht gegenseitig, sondern der oberen Hülle für 
œo entspricht für k ein Gebilde, zusammengesetzt 
aus der Hälfte E=—0 der oberen und der Hälfte £<0 
der unteren Hülle, und umgekehrt. Die zusammenge- 
hôrigen Hälften hängen nur längs der Geraden £ — 0, r° = f° 
zusammen und besitzen längs £ — 0, 7 < B* freie Ränder. Diese 
complicirte Beziehung ist bei der Discussion specieller Fälle wohl 
zu beachten. 

6) Die Gesetze der Polarisationen. Zur Untersuchung 
des Polarisationszustandes der beiden Wellen in der Nähe der 
Polarisationsaxe À, ist die Formel (33) heranzuziehen, die ganz 
allgemein complexe Verhältnisse G/3 und somit elliptische 
Polarisation fordert. In der That liefert sie 

G is — As Qi ; 
Se FT ee) 
Die Schwingungsellipse ist auf ihre Hauptaxen bezogen, wenn 
GJ/Y sich rein imaginär darstellt; sie degenerirt zur Geraden, 
wenn der Werth von G/% zu 0.2 oder co wird. G@/Y wird aber 
dann rein imaginär, wenn (a, —0,,)/20,, rein imaginär und zwar ab- 
solut grüBer als à ist. Nun ist | 


UT TA _ (CM * (A) +1 @ CE D.) 
2a,, 2(a,,+10,;) 


somit verlangt die gestellte Bedingung, dal 


70) 


Ds = bn 
à 00; - di 
und 
72) LAS i053) <b}, (a; — G,3) | = 2(a;, Un), 
oder, wenn man 
78) Ass di — +2qb,,, DD, TE —2qa; 
setzt, daf 
74) (21 
ist. 
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Um die Lage der 
Schwingungsellipsen 
näher zu untersuchen, 
ist es vortheilhaft, für 
die X-Axe neben den 
S. b2 und 53 definirten 
speciellen Richtangen P 
und Q noch eine dritte S 

Fig. 7. einzuführen, die mit der 
in dem betrachteten Bereiche festen Richtung Q einen, gleich- 
sinnig mit y gerechneten, Winkel @ einschlieft. Bei Anwendung 
dieses (allgemeinen) Coordinatensystemes (XY ohne Klammer) er- 
geben sich für die Parameter a,, und b,, Ausdrücke, die aus den 
in (19) enthaltenen folgen, wenn darin # resp. mit #—® und 
vertauscht wird. Ist nämlich go — 0, resp. — +%, so geht a,, in 
[a], resp. in (a,,), und zugleich b,, in [b,,] resp. in (b,,) über. 

Hiernach gilt nun auch, falls wieder abkürzend 


4 ((&,:) — (a,,)) FF aU, ue 4 (LB) — [,:]) = f 


gesetzt wird, 


Ad = 2a cos 2(p—Y), b,—b,, — 2B cos 29, 


75) 
a, —= asin2(p—#) b, = Bsin 29, 
und die Bedingung (71) nimmt die Formen an 
76) «sin 4(g—#)+$" sin 4p — 0, 
oder 
77) es œsin4#y  «sin2% 


acos4p+B «cos 2y+p? 
und endlich bei Einführung der Coordinaten 


Ë — acoSY, 7 — —a«siny, 
—2£n 
78 to4g = "7, 
) gt E_y+p 


t&4p ist somit für beide Wellen constant — { längs der- 
selben Curven 
79) (E—-n)t+2En+8t = 0, 


d. h. längs gleichseitiger Hyperbeln mit dem Coordinatenanfang 
als Centrum, deren Hauptaxen gegen das Coordinatenkreuz En 
um den Winkel Ü — }x—29 oder ÿx—29 gedreht sind und die 


GS #« 
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Grôfe BV+cos20 — BV+Esin4p haben. Für tg4p — © fallen 
beide Axenkreuze zusammen und die Axen der Hyperbeln sind 
gleich B; für tg 4p — 0 sind die Kreuze um 45° gegeneinander 
gedreht und die Hyperbeln degeneriren zu den Ë- und 7-Axen. 

Alle Hyperbeln aber gehen durch die Punkte £ — 0, 9 — +B; 
die durch letztere gegebenen Richtungen besitzen also die Eigen- 
schaft, daB in ihnen die Axenrichtungen der Schwingungsellipsen 
unbestimmt werden, was offenbar auf die Verwandlung der 
Ellipsen in Kreise hinweist. 

In Fig. 8 sind die Hyperbeln { = Const. mit gestrichelten 
Linien eingetragen. Um ihre Bedeutung noch klarer hervortreten 
zu lassen, sind auf einem umfassenden Kreise durch Doppelpfeile 
diejenigen Richtungen markirt, welche den Winkel I zwischen U, 
und U, (s. Fig. 2) halbiren, in denen also, hinlänglich weit von 
der Polarisationsaxe À, entfernt, die lineäre Polarisation der dem 
oberen Blatte der £n-Ebene zugeordneten (ordinären) Welle (1) 
stattfindet, falls, wie immer in den hier aufgeführten Figuren, 
die positiven Richtungen a, und also auch À, rechts von 4, 
liegen. 


N 7 Q 


Fig. 8. 

Diese Pfeile bestimmen somit auf jeder Hyperbel die Lage 
der grofien Ellipsenaxe für die Welle (1) bis an einen der Kreu- 
zungspunkte £ — 0, 7 = +8 heran. Geht man auf einer Hyperbel 
durch einen dieser Kreuzungspunkte hindurch, ohne das obere 
Blatt der £y7-Ebene zu verlassen, so bebält zwar gemäB dem oben 

b* 
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Gesagten t, d. h. tg 49, seinen Werth auch weiterhin noch bei, aber 
die Axenrichtungen drehen sich um 45°. Geht man beim Passiren 
eines Kreuzungspunktes aus dem oberen in das untere Blatt über, 
so drehen sich bei gleichfalls ungeändertem # die Ellipsen in ent- 
gegengesetzter Richtung, so dafi unten und oben allenthalben die 
grofen Ellipsenaxen gekreuzt liegen. 

Uebrigens kann man auch auf .anderen Wegen, als auf den 
Hyperbeln é = Const., aus dem einen in das andere Blatt gelangen, 
denn beide Blätter hängen längs derselben Geraden £ — 0, 7° < f? 
zusammen, wie die beiden Blätter für © resp. r. — 

Was den Werth von q° angeht, so erhält man denselben in 
verschiedenen symmetrischen Formen aus (73), d. h. aus 


4q° Le (Gs, — 1) CRE 

is 12 
indem man die Ausdrücke (75) heranzieht; es ergiebt sich näm- 
lich zunächst 


81) g = ctg 2 ctg 2(4 —œ), 
und bei Benutzung von (77) nach einfacher Umformung auch 


a+ p?+ Vo +p*+20 f° cos 27 


80) 


82 ? == 
D + Ve +P +20 p cos 27 
was unter Berücksichtigung von (53) schliefilich übergeht in 
+9 
83 QU 
) ere: 


Diese GrôBe q ist nun maBgebend für das AxenverhältniB der 
Schwingungsellipsen, denn aus (69) folgt nach (73) sogleich 


84) . = —i(g+ Va 1). 


Da das Product der beiden hierdurch angegebenen 
Werthe G/% gleich —1 ist, so sind die beiden der- 
selben Wellennormalen entsprechenden Schwin- 
gungsellipsen einander ähnlich, dabei gekreuzt ge- 
legen und in gleicher Richtung umlaufen. Setzen wir 
— was ohne Beschränkung der Allgemeinheit geschehen kann — 


85) G—=G, ÿ—ir, 


wobei G und F reelle Grüfen sind, so stellen G und F die Halb- 
axen der Schwingungsellipsen dar, und es gilt 


£ G 
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Je nachdem qg Z0 ist ergiebt sich hiernach eine + Rotationsrich- 
tung der elliptischen Schwingungen. 

Zieht man den Werth (82) von q* heran, so ergiebt sich, daB 
g und somit das AxenverhältniB G/F constant ist auf den Curven 
von der Gleichung 


3 
87) En +8) £ 08 LE 2 0, 
d. b. also auf Kreisen um die Stellen 


1+9 
Co ra 2 


als Mittelpunkte und von den Radien R — pe 


Da hieraus die Beziehung 
mp = EF 
folgt, so ergiebt sich ferner, da die vom Coordinatenanfang ge- 
zogenen Tangenten an alle Kreïise dieselbe Länge B besitzen, da 
somit alle Kreise einen Hauptkreis vom Radius 8 um den Coor- 
dinatenanfang À, als Centrum rechtwinkelig schneiden. 

Den Richtungen £ —0, m— +8 (resp. den sie markirenden 
unendlich kleinen Kreisen) entspricht q9 = 1, also circulare 
Schwingung; der Ebene 7 — 0 (resp. der sie markirenden Ge- 
raden) entspricht q — © und somit lineäre Schwingung. Beim 
Durchgang durch diese Ebene kehren die Rotationsrichtungen ihre 
Vorzeichen um, so dafi sie auf der einen Seite derselben positiv, 
auf der anderen Seite negativ sind. 

In der That finden sich aus (73) und (75) die unsymmetri- 
schen Formeln 


88) RE LUE S PES et 


Bsm?2p  asin(2p—%)’ 
welche bei Anwendung auf die Stellen 
E—0, n —= + resp. « = B, x — +ékx den Werth g = +1 


ergeben, wobei das obere Zcichen eïner negativen oder rechten, 
das untere einer positiven oder linken Rotation entspricht. 

In Figur 8 sind neben den gestrichelten Hyperbeln { — Const. 
die Kreise q — Const. in ausgezogenen Linien eingetragen. Die 
Gerade  — 0 gehürt beiden Systemen an. Bedenkt man, dal 
beim Uebergang von dieser Geraden zu den unendlich kleinen 
Kreisen die lincäre Polarisation sich allmäblig in rechts und links 
circulare wandelt, so erhält man eine deutliche Vorstellung von 
den gesammten Polarisationsverhältnissen. 
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Es mag nochmals daran erinnert werden, daB die beiden 
Curvensysteme für beide Wellen in gleicher Weïise Geltung 
haben, die eingezeichneten Pfeile aber direct nur für die ordi- 
näre Welle (1), resp. für das obere Blatt der Doppelfläche. Für 
das untere Blatt, welches der extraordinären Welle (2) entspricht, 
und in welches man durch Ueberschreiten der Geraden £ — 0, n° < f° 
gelangt, würden die Pfeile allenthalben gegen die gezeichneten um 
90° verdreht einzutragen sein. 

Nimmt man hinzu, da die beiden Blätter für @° resp. r 
gleichfalls in der Geraden £ = 0, 7° < f?, diejenigen für k# resp. p 
aber in den Geraden Ë — 0, 7° — ff” zusammenhängen, so erkennt 
man, wie das ganze Verhalten einer Welle beim Passiren der Ge- 
raden £ — 0, 7 ff? sich stetig ändert. Insbesondere resultirt 
‘bei rhombischen Krystallen leicht der bekannte Satz, daB in der 
Ebene 4,4, mit constant bleibender Geschwindigkeit auch die Ab- 
sorption constant bleibt. 

7) Ausgezeichnete Richtungen. Aus dem Gesagten 
geht hervor, da die Richtungen £ — 0, = +B auBerordentlich 
merkwürdige und sie vor allen übrigen auszeichnende Eigenschaften 
besitzen. In ihnen wird sowohl die Geschwindigkeit, als auch die 
nach $S. 59 für die Absorption maBgebende GrôBe k bei beiden 
Wellen gleich, und die Schwingungen finden in je zwei gleichsinnig 
umlaufenen Kreisbahnen statt. Man würde daher eine gewisse 
Berechtigung haben, jene Richtungen als die optischen Axen 
des absorbirenden Krystalles zu bezeichnen. Da indessen gewisse 
Bedenken vorliegen, diesen Namen den durch die Formeln (12) 
definirten Richtungen, die oben als Polarisationsaxen bezeichnet 
sind, trotz ihrer durch die Absorption modificirten Eigenschaften, 
zu entziehen, so ist es vielleicht besser, die neuen Axen im Hin- 
blick auf die Thatsache, daB sie die Windungspunkte der Flächen 
für æo* und für # bestimmen, die Windungsaxen des absor- 
birenden Krystalles zu nennen. 

Was die Lage der den beiden Polarisationsaxen zuzuordnenden 
Axenpaare im Krystalle angeht, so ist daran zu erinnern, da8 ihre 
Ebenen in folgender Weïise erhalten werden (s. Fig. 9). Man lege von 
jeder Polarisationsaxe nach jeder Absorptionsaxe eine Ebene und 
halbiere die entstehenden Winkel J\,, J,. Heifen die Winkel dieser 
Halbirungsebenen mit der Ebene À, 4, der Polarisationsaxen (im 
Sinne der Figur 9 gerechnet) X,, X,, so sind die Ebenen der Win- 
dungsaxen resp. um 2K,—1x und 2K,—1x gegen die Ebene 
À, 4, der Polarisationsaxen geneigt. Die Winkel #,, Ÿ, der Win- 
dungs- gegen die Polarisationsaxen sind nach S. 60 gegeben durch 
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Fig. 9. 


_(,.]-0, UA)s I __-(6,] 1 [,,), : 
% Pa (G;—a,) sin sx A) sin20 2 (a, TA a) (a, — 44) 


wobei der Index À an der im Zähler stehenden Klammer darauf 
hinweist, daB ([b,,])—[b,,]) in der Umgebung der beiden Polari- 
sationsaxen verschiedene Werthe besitzt. In der That folgt 
aus (18) 


90) [b,,] CS [8.,] = (6, œc b,) sin F sin P, ) 


unter den V, die Winkel der betrachteten Richtungen gegen die 
Absorptionsaxen verstanden. Wir kônnen daher, indem wir den 
Winkel zwischen À, und B, mit V,, bezeichnen, auch schreiben 


91) : we (b,— b,)sinV, sinp,, sin ,, 


In der schematischen as 9 sind die Windungsaxen mit den 
Buchstaben C,, C\, C,, C; versehen. 

Die im Allgemeinen vorhandene Dissymetrie in der Lage der 
vier Windungsaxen mindert sich, wenn der Krystall eine hôhere, 
als die trikline Symmetrie besitzt, in leicht erkennbarer Weise. 

Da im Allgemeinen (b,—b,) sehr klein ist gegen die Wurzel 
im Nenner, so sind die Winkel #, zumeist gleichfalls sehr klein; 
die Windungsaxen trennen sich für die Beobachtung nicht merk- 
lich von den Polarisationsaxen, und ihre optischen Eigenschaften 
kommen direct wenig zur Geltung. Dementsprechend sind die 
Hyperbeln constanter Lage der Schwingungsellipsen in Figur 8 
von Geraden durch den Punkt À, nicht wesentlich verschieden, 
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und die Axenrichtungen bestimmen sich durch nahe dasselbe Ge- 
setz, wie die Richtungen lineärer Polarisation bei durchsichtigen 
Krystallen. Die Kreise in Figur 8 gehen alle nahezu durch den 
Punkt À,, das Gesetz der Ellipticitäten wird daher einfacher. Auch 
die Curven constanter Geschwindigkeiten und constanter Absorp- 
tionen nehmen specielle Formen an, die von concentrischen Kreisen 
um den Punkt À, und von Geradert durch denselben wenig ab- 
weichen. Doch hat man insbesondere bei letzteren Curven zum 
vollen Verständnif der Vorgänge sich immer des allgemeinen und 
in Figur 5 dargestellten Schema zu erinnern. — 

Für gewisse im Folgenden auftauchende Fragen wird es sich 
nützlich erweisen, den Verlauf der Functionen p, r und q speciell 
in der Umgebung einer Windungsaxe zu untersuchen. Wir setzen 
dazu 


92) acosy = Ë, —asiny = 9 = B+n, E+n* = ç° 


und betrachten £, 7 und 6 als klein neben 8. Dann ergiebt sich 
âus (53) und (64) bei Beschränkung auf Glieder erster Ordnung 


98) p.= B(e—n) r = B(e+7), 
ferner aus (70) und (75) 
Guy —0, __ Écos4p—7 sindp+i(8+n). 


20,  B+E sin 4p+7 (1 +cos 4) 
Damit dies rein imaginär und grôfer als Eins sei, muf 
94) sind4p — —Ë/e, cos4p — —#%/0 
sein; es folgt dann nach (73) 
As — A 
95) Fonte no ed 
und nach (86) 
G 
96) 7% = (+ V2e/6). 


Nun'ist &— y+p, w — a,+r; bezeichnet auBerdem & denjenigen 
absoluten Werth von G/F, welcher kleiner als Eins ist und der 
sonach das Verhältni8 der kleinen zur grofen Axe der Schwin- 
gungsellipse darstellt, so ergiebt sich, falls man 7/0 — cos 6 setzt, 


97) & = y+ V2Bo sin in = € V2Be COS 56, ë — 1 — 28. 


Ordnet man noch das obere und das untere Vorzeichen je einer 
Welle (1) und (2) zu, so folgt 


98) ik, = 2V2esin}o, wi—w = 2 V2Be cos 10, 1-5 — VOppp: 
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die letzten drei Ausdrücke werden also bei der An 
näherung an eine Windungsaxe alle von derselben 
Ordnung in Bezug auf ep unendlich klein und das 
VerhältniB der ersten beiden zur dritten wird auch 
für keinen speciellen Werth von 6 unendlich. 

8) Allgemeine Formeln für den Durchgang ebener 
Wellen durch eine zu einer Polarisationsaxe nor- 
male Platte. Zum Zweck der Erklärung der Erscheinungen, 
die eine Platte aus einem pleochroitischen Krystall, normal zu 
einer Polarisationsaxe geschnitten, beim Hindurchblicken mit oder 
ohne Polarisationsinstrumente zeigt, betrachten wir in der be- 
kannten Weise die Platte als Stück einer Kugelschaale, in deren 
Centrum sich das Auge des Beobachters befindet und auf die von 
aufen her Licht normal auffällt. Hier durchsetzen alle Strahlen 
die Platte normal, welche Abweichung von der Wirklichkeit die 
Theorie auBerordentlich vereinfacht und die Resultate kaum merk- 
lich beeinfluft, so lange es sich um der Polarisationsaxe in der 
oben eingeführten Weise benachbarte Richtungen handelt. 

Nach dem Inhalt der vorstehenden allgemeinen Entwickelungen 
pflanzen sich in jeder Richtung eines pleochroitischen Krystalles 
zwei elliptisch polarisirte Wellen (1) und (2) mit gekreuzter 
Lage der Schwingungsellipsen fort; über das Gesetz, welches die 
Axenverhältnisse s, und «e, befolgen, wollen wir aus einem be- 
stimmten Grunde zunächst noch keinerlei Annahmen machen. 

Benutzen wir ein XY-Coordinatensystem, dessen X-Axe mit 
der groBen Axe der Schwingungsellipse (1) zusammenfällt, und ver- 
stehen unter «s, und «, zwei ächte Brüche, so sind die reellen 
Schwingungscomponenten innerhalb der Platte oder Kugelschaale 
in der Form anzusetzen 


99) u = ce hh cos T—c,s,e—hb sin T,, 
Li 1,8, eh sin T,+c,e— sb cos T,, 

wobei 

100) T, = 2a(tlr-2/1)+0,, &, = nero 


ist und die übrigen Bezeichnungen einer Erklärung nicht bedürfen. 

Ist das einfallende Licht lineär polarisirt unter dem (im posi- 
tiven Drehungssinn gerechneten) Azimuth 9 gegen die X-Axe und 
mit der Amplitude c,, so muB bei Vernachlässigung der Reflexion 
beim Eintritt in die Platte gelten: 


c ; 
c, cos # — c,(1—E6,6,) cos à, —  G—ss,)sin d,, 


101) : 


€, Sin ÿ — nn) sind, — €, (1—6,6,) cos d,. 
, 
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Hieraus folgt 
102) à — cy (cos” # +6; sin’ #) in ci (sin° # + #7 cos” #) 


à (L és: 8) et (L en e) é 
un 
A PT SEE EE 
103) ( TT ë& &,) 
à gr Ge cos" ® +6, sin° #) 
C,C, sin (0, —0,) — LE TR 


An diesen Formeln fällt auf, daf sie für die Amplituden c, 
und €, Ausdrücke liefern, die unendlich werden, wenn &, — 6, — +1 
ist, — ein Fall, der bei absorbirenden Krystallen in den Win- 
dungsaxen eintritt. Man môchte zunächst glauben, da dies para- 
doxe Resultat durch die Vernachlässigung der Reflexion beim Ein- 
tritt in die Platte bedingt wäre. Dem ist indessen anscheinend 
nicht so: die Berücksichtigung der Reflexion bringt in dieser Hin- 
sicht keine Aenderung. Die auf Grund der vorstehenden Formeln 
weiterhin abgeleiteten Ausdrücke für der Beobachtung zugäng- 
liche Intensitätswerthe nehmen zwar in den Windungsaxen die 
Form 0/0 an, lassen sich aber mit Hülfe der Formeln (98) be- 
rechnen und erweïsen sich als endlich. Freilich werden sie unter 
Umständen unbestimmt, nämlich von der Richtung abhängig, in 
der man die Windungsaxe erreicht; indessen ist das wohl nur als 
der Grenzfall einer sehr schnellen Aenderung in der Umgebung 
der Windungsaxen aufzufassen, wo practisch allein ein mittlerer 
Werth der betr. Intensität beobachtbar ist. Es scheint dem- 
gemäB unbedenklich, mit den erhaltenen Ausdrücken (101) u. f. 
zu rechnen, wenngleich eine genaue Untersuchung der Vorgänge 
im Innern des Krystalles wünschenswerth bleibt. In der That 
ist es wahrscheïinlich, daB alle Schwierigkeiten in Wegfall kommen, 
wenn man nicht die auf S. 56 eingeführte Annäherung, sondern 
die strengen Formeln benutzt. — 

Vernachlässigt man den Verlust durch Reflexion auch beim 
Austritt aus der Platte von der Dicke ? und setzt man eine Be- 
obachtung ohne zweiten Polarisator voraus, so findet sich die 
wahrzunchmende Intensität proportional mit 


104) € = da(l+e)+tae(l+s)+20 ce, c,(e, +e,) sin (2, — 4), 
wobei gesetzt ist 

105) croi — 6, Qxlla,—0, = À. 

Durch Einführung der Ausdrücke (102) und (103) erhält man 
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hieraus 
| cc 
[+ ha 0 ] 2 3 Ye ] ? 24 ] 2 2 
106) © — MED [ei (L+e) (cos # +85 sin" #) +e, (1+6;) (sin* 9 +81 cos” ©) 

+2e,e, (e,+e,)((1—6,s,)sin® cos® sin 4—(s, cos" 8 +6, sin”) cos 4)], 
wobei Y 
107) A = 2xl(1/,—1/) 
ist. 

Wird dagegen die aus der Platte 
austretende Welle mit einem Analysator 
aufgefangen, dessen Polarisationsebene 
mit der X-Axe den Winkel 8" einschlieft, 


(s. Fig. 10) so wird die beobachtbare 
Intensität proportional mit Fig. 10. 


ce — cé (cos” 9’ +6! sin° 9’) + ce (sin° 9” + #7 cos’ 9°) 
+e ce, e(l—E6,e,) sin 28" cos (2,—4,) 
+20, c,e,e,(e, sin” 8 +e, cos” 9’) sin (7, — 4,), 
was bei Rücksicht auf (102) und (103) übergeht in 


— er le? (cos? # +63 sin’ #) (cos’ 9’ + &! sin° 9") 

| + ee; (sin” 8 + e7 cos” #) (sin? 9’ + #7 cos” 9”) 
+{[L(1—6,6,) sm28sin28"—2(e cos" 9 +:,sin° 9) (e, sin 9" +6,cos° 9")]e, e, cos 4 
+[(e, cos" 9 + e, sin 9) sin 29/ + (6, sin* 9 +6, cos’ 9')sin 29] (1 — 6, e,)e, e, sin 4}. 


ee 


Ist das einfallende Licht natürliches, so folgen die bezüglichen 
Intensitäten-aus (106) und (108) durch den doppelten Mittelwerth 
für alle môgliche Werthe #, wodurch man erhält 

CA 
ET Ten 


und 


[A+a)(+e)(a+e)—2(a+e,)'e,e, cos 4], 


AM TUE [e(1+6;)(cos"9'+ei sin" 9")+e/ (14e) (sin°9'+ecos’ 2") 


110 
) +2e,e,(e,+e,)((1—E6,6,)sin®'cos9"sin 4—(s,sin° 9"+e,cos"2")cos 4)]. 


Die letzte Gleichung kommt mit (106) in allem Wesentlichen tber- 
ein, woraus eine weitgehende Uebereinstimmung zwischen den Er- 
scheinungen folgt, die sich bei vor und bei hinter die Platte 
geschaltetem Polarisator ergeben. 

Die definitiven Formeln (106) bis (110), über deren Berech- 
nung für die Richtungen der Windungsaxen oben gesprochen ist, 
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sind auBerordentlich complicirt. Eine ganz erhebliche Verein- 
fachung entsteht, wenn man sich rücksichtlich der von den Ellip- 
ticitäten &, und e, abhängigen Glieder auf die erste Ordnung be- 
schränkt. e, und &, nehmen mit wachsender Entfernung von den 
Polarisationsaxen sehr schnell ab, und wir werden somit in mäfigen 
Abständen angenähert gültige Formeln erhalten, falls wir die 
quadratischen und die hôheren Glieder vernachlässigen. Dies 
soll im Allgemeinen weiterhin geschehen; bei einigen speciellen 
Fragen wird indessen auf die vollständigen Formeln zurückzu- 
greifen sein. 
Die angenäherten Formeln lauten folgendermafen : 


11) à = d(è+e) 


Te © — cle cos 9 + sin # +e,e, (es, +e,) sin 28 sin 4], 
) cl — c[e? cos 9'+ 5 sin° 9"+ e,e, (8, + 6,) sin 29’ sin 4], 
113) c? — ce cos’ 9 cos’ 9/+ sin # sin 9'+1e,e, sin29 sin 29’ cos 4 


+((e, cos" 9 +e,sin°9)sin29"+(s,sin°8"+e,cos"9")sin22)e, e,sin 4]. 
Es sei daran erinnert, da die Grôfe 


— 2xl(1/4,—1/14,), 
für die angenähert 

— nl(o;—0o;)/To, 
geschrieben werden kann, wenn o, einen Mittelwerth aus ©, und 
wo, bezeichnet, nach S. 63 in der Strecke £ — 0, n° < f° verschwindet 
und von ihr ausgehend nach allen Seiten hin anwächst. 

9) EinfluB der Ellipticität der Schwingungen 
auf die Erscheinungen. Die von den Ellipticitäten &, lineär 
abhängenden Glieder spielen in den verschiedenen Formeln und 
demgemäf bei den verschiedenen Erscheinungen eine sehr ver- 
schiedene Rolle. In (111) treten sie garnicht auf, in (113) ver- 
binden sie sich additiv einem nach Annahme beträchtlich grôBeren 
Glied, das in ähnlicher Weise von dem Argument 4 periodisch 
abhängt; bei der Beobachtung ohne jedes Polarisationsinstrument, 
sowie bei derjenigen mit Polarisator und Analysator kommt also 
die Ellipticität der Schwingungen nicht in merklicher Weise zur 
Geltung. 

Dagegen zeigen die angenäherten Formeln (112) ebenso, wie 
die strengen (106) und (110), die Periodicität der Intensität mit 
dem Argument À ausschlieRlich in einem mit (e,+6,) pro- 
portionalen Glied; die Beobachtung mit Polarisator oder Analy- 
sator allein giebt also bei Anwendung convergirenden Lichtes 
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in der Umgebung einer optischen oder Polarisations-Axe nur dann 
abwechselnd helle und dunkle Ringe, wenn (s,+6,) von Null ver- 
schieden ist. 

Die Fortpflanzung zweier elliptisch polarisirter Wellen, die 
für bestimmte Axen zu circularen werden, findet sich in der Natur 
in zwei verschiedenen Weisen vor; bei den natürlich-activen durch- 
sichtigen Krystallen und bei allen magnetisch-activen Kôrpern sind 
die Ellipsen ähnlich bei entgegengesetzter Umlaufsrichtung : 
hier ist 6,+6, — 0, und die Ringe um die Axen verschwinden; 
bei absorbirenden Krystallen sind dagegen nach der Theorie gemäf 
(84) die Ellipseu ähnlich bei gleicher Rotationsrichtung: hier 
ist 6, — 6, — €, also 6,+68, — 2e, und es müssen bei geeigneten 
Werthen von s Ringe um die Polarisationsaxen sichtbar werden. 

Diese Ringe sind nun bei Beobachtungen mit Analysator oder 
mit Polarisator allein in vielen Fällen sehr deutlich und wahr- 
scheinlich schon mehrfach wahrgenommen worden; ihr Auftreten 
ist nach dem Gesagten ein ganz directer Beweis für 
die Existenz der von der Theorie geforderten gleich- 
sinnig rotirenden elliptischen Wellen und demgemäB 
theoretisch wichtig. 

Die hin und wieder ohne irgend einen Polarisator 
beobachteten Ringe werden durch die angenäherte Formel (111) 
nicht erklärt, sie beruhen also entweder auf einer theilweisen 
Polarisation der Lichtquelle (z. B. des Himmelslichtes) oder sind 
eine Erscheinung hôüherer Ordnung. In der That liefert die 
strenge Formel (109) für den hier vorliegenden Fall 
nicht verschwindender (s,+6,) ein mit 4 periodisches 
Glied von demselben Character, wie es die Glei- 
chungen (112) enthalten. — 

DaB die vorstehend (wohl zum ersten Male) gegebene Er- 
klärung der idiophanen Ringe der Wahrheït entspricht, ergiebt 
sich sehr überzeugend aus dem Verlauf der Erscheinung bei ge- 
änderten Umständen. 

Aus der ersten Formel (112) folgt für &, = 6, — & 


114)  — ci[ei cos” 9 + e sin° ® + 2ee,e, sin 28 sin 4]; 


die Ringe sind also am intensivsten, wenn «sin 29 am grüften, 
sie sind unmerklich, wenn & sin 289 gleich Null ist. 

® ist der Winkel der einfallenden Polarisationsrichtung mit 
der X-Axe, die wir in die grofe Axe der Welle (1) gelegt 
haben und die mit der Wellennormalen ïihre Lage ändert. Das 
Gesetz dieser Lagenänderung ist oben ausfübrlich discutirt und 
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in Figur 8 durch das System punktirter Hyperbeln dargestellt 
worden. Nach der Bemerkung am SchluB von $ 6 unterscheiden 
sich diese Hyperbeln in den hier beobachteten Bereichen nicht 
merklich von geraden Linien durch die Spur À, der Polarisations- 
axe, und die groBe Ellipsenaxe für die ordinäre Welle (1) fällt 
merklich in die Richtung P, die den Winkel 7 zwischen « und 
der Richtung 4,—4, halbirt. Es gilt somit, wenn man den 
Winkel zwischen À,—+4, und der einfallenden Polarisationsebene 
P, mit H bezeichnet 
115) 28 — 2H-—I, 
während nach der Con- 
struction auf S. 60 gilt 
116) 1= 2K—-%, 
unter ÆX den Winkel 
verstanden, den die 
Richtung Q, d. h. die 
Richtung der linearen 
Polarisation der (ordi- 
nären) Welle (1) in der 
Polarisationsaxe À, mit 
Fig. 11. A,;—À, einschlieft. Es 

mag daran erinnert werden, daB die beiden lineär und normal zu 
einander polarisirten Wellen, die sich parallel einer Polarisationsaxe 
fortpflanzen, im Allgemeinen verschieden stark absorbirt werden, 
und daB daher die Lage der einfallenden Polarisationsebene P, 
parallel oder normal zu Q für die Beobachtung durch die grôBite 
und die kleinste Intensität des Lichtes in der Axenrichtung cha- 
racterisirt ist. 

Was den Verlauf von s angeht, so folgt aus (82) für gegen 
a kleines B in zweiter Annäherung 


1 ___  Bsiny 
117) DE a 
und aus (86) ergiebt sich in gleicher Genauigkeit 
nb: 
118) s—=+35-s8n1 


Hiernach hat das mit « proportionale Glied in (114) den 
Factor 


119) F = sinysin (2(H—K)+%) = sin(2X—1)sin(2H-—T), 

welcher seine absolut grüBten Werthe —sin*(K— 4) und +cos‘(K—H) 

für X+H—I—0 und = +4x besitzt, dagegen für 2X-— J oder 
6 
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2H—I— 0 oder — x verschwindet. Die Maximalwerthe werden 
selbst wieder am grôBten, wenn X—H entweder 0 und x oder 
4x wird; hier fallen dann auch die genannten Nullstellen zu- 
sammen und die Erscheinung wird am deutlichsten. 

Beschränken wir uns demgemäB auf diese Fälle, d. h. auf 


K = H und K = H+}x, 
oder P,//Q und P,+Q, 
so entsprechen ihnen, für denselben Winkel 
I1=2K+4ix 
die absolut grôften Werthe des Factors (119) 
F = +1 und F — —1, 


Wir werden weiter unten aus den obigen Formeln ableiten, daf 
bei der Beobachtung ohne jeden Polarisator, wie mit nur einem 
Polarisator Absorptionsbüschel auftreten, deren grôüfite Tiefe auf 
der 7-Axe d.h. bei y — +1ix oder 1 = 2K+1x liegt. Es er- 
giebt sich somit der allgemeine Satz: die idiophanen Ringe 
sind am deutlichsten, wenn die einfallende Polari- 
sationsebene einer der beiden in der Polarisations- 
axe stattfindenden Polarisationsrichtungen parallel 
ist, und treten dann in den Absorptionsbüscheln 
auf, fehlen aber in der dazu normalen Richtung. 

Was Gestalt und Lage der Interferenzringe angeht, so finden 
sich die hellen und die dunkeln Zonen dort, wo 


e sin 29 sin 2x/(1/1,—1/4,) 


seinen grüBten oder kleinsten Werth annimmt. Für den letzten 
Factor werden die Maxima und Minima bestimmt durch 
l(@i—o) __ 4h+1 4h—1 


oder = —— 


120) (Ua 1j) = EE = = 


wobei unter «,, eine mittlere Geschwindigkeit, unter » eine ganze 
Zahl verstanden ist. Durch diese Formeln sind die confocalen 
Ellipsen r — Const. gegeben, die in allen bekannten Füällen von 
Kreisen nur sehr wenig abweichen. Indessen werden die Inten- 
sitätscurven gegenüber der Bedingung (120) etwas nach der Polari- 
sationsaxe hin gerückt sein, weil der Factor & mit wachsendem 
Abstand von der 14 pi pe Es nach (118) schnell abnimmt, 
Da der Factor & sin 29 in den oben betrachteten speciellen Fällen 
P,{/Q und P,+Q entgegengesetztes Vorzeichen hat, so sind in 
denselben die Maxima und die Minima ausgetauscht. 
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Die strengen Formeln geben die Ringe in Folge der Ellip- 
ticität etwas deformirt; doch mag auf diesen Punkt hier nicht 
weiter eingegangen werden. 

Zieht man die Formel (113) heran, welche die Erscheinungen 
darstellt, die bei gleichzeitiger Anwendung von Polarisator und 
Analysator wahrnehmbar sind, und welche für gekreuzte Polari- 
sationsebenen (8 — 1x —®#) bei Beseitigung des in s multiplicirten 
kleinen Gliedes lautet 


121) c” —= cd sin 9 cos" # (4 + ei —2e.e, cos 2xl (1/4, — 1/1.)), 


so erkennt man, da8 dieselbe Minima der Intensität ergiebt für 
1(1/4,—1/2,) = h. Da nun für P, + Q die Minima von c° nach dem 
Obigen eintreten, wenn derselbe Ausdruck etwas kleiner ist, als 
h+14, so müssen die Ringe in den beiden hier einander gegenüber 
gestellten Fällen nahezu übereinstimmen. — 

Die Beobachtungen, zu denen ich die Mittel der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften verdanke, haben alle diese Resultate 
und somit auch die Richtigkeit der hier gegebenen Erklärung der 
idiophanen Ringe bestätigt. Die schônen Platten von Andalusit, 
Epidot und Axinit, die mir das optische Institut von Dr. W. Steeg 
und Reuter geliefert hat, zeigen bei alleiniger Anwendung von 
Polarisator oder Analysator sämmtlich die Ringe sehr deutlich; 
ganz besonders, wenn der sie durchziehende, weiter unten zu be- 
sprechende Streifen dunkel ist. Beim Hindurchblicken ohne irgend 
einen Polarisator fallen die Ringe gelegentlich immer noch recht 
auf, wenn die Lichtquelle der helle Himmel ist; kaum merklich sind 
sie, wie nach $S. 77 zu erwarten, wenn eine vollkommen unpolari- 
sirte Lichtquelle benutzt wird. 


10) Einflu8 der Absorption auf die Erscheinungen. 
Was die Rolle der Absorption bei den beobachtbaren Vorgängen 
angeht, so wird die Discussion am bequemsten, wenn man, was 
sich in Wirklichkeit durch angemessene Dicke / der Platte stets 
erreichen läft, die Exponenten vone, und e, als kleine 
GrôBen ansehen darf. Man kann dann setzen 


122) e = 67 2h, = 1-97 L+26L FT... 


wobei in der Nähe der Polarisationsaxe L, und Z, nur sehr wenig 
verschieden sind und mit L = xi/rw vertauscht werden dürfen, 
Ferner ist nach (50) 


123) k = y+p, k, = y-p, 
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und p darin durch (53) gegeben; wir bemerken uns, dafi pZ0 
zu rechnen ist, je nachdem Ë Z 0 ist. 
Die angenäherte Formel (111) nimmt hiernach die Gestalt an 


12) = 24(1—-2L{y-L(y +) = 24(1+2L'p), 


wobei II im Umkreis einer Polarisationsaxe merklich constant ist. 

Hieraus würde folgen, daB die ohne irgend eine polarisirende 
Vorrichtung durch eine zu À, nahe normale Platte beobachtbare 
Intensität auf den Hyperbeln von der Gleichung (57) constant 
ist und ïhr Minimum auf den Geraden £ — 0, 7 = B besitzt, wo 
» verschwindet. Daf die Axe der hierdurch bestimmten, von 
Brewster 1818 entdeckten Absorptionsbüschel keineswegs, wie 
man ehemals annabhm, stets normal zu der Ebene der Polarisations- 
axen steht, habe ich schon früher hervorgehoben!). 

Bei groBer Annäherung an die Polarisationsaxe kommen die 
in (111) vernachlässigten Glieder zur Geltung, und ist demgemäf 
auf die strenge Formel (109) zurückzugreifen. Wie schon be- 
nutzt, ist 4 in der Geraden E = 0, # < ff gleich Null und nimmt 
mit wachsendem Abstand zu Daraus folgt, da die Intensität 
innerhalb des Bereiches 0< 4<2x durch Formel (109) nicht 
unbeträchtlich grôBer gegeben wird, als durch (111), und daf 
demgemäB die Absorptionsbüschel in der Nähe der Polarisations- 
axe weniger intensiv sind und durch ein breiteres Lichtband ge- 
schieden werden, als nach der angenäherten Formel (111) statt- 
finden würde. Bei einiger Aufmerksamkeït kann man dies bei 
der Beobachtung in der That erkennen. 

In grôBerer Entfernung von der Polarisationsaxe dürfen bei 
nicht zu schwacher Doppelbrechung in (122) L, und Z, nicht ein- 
ander gleichgesetzt werden. Daraus resultiren andere Abwei- 
chungen von der Gleichung (124), auf die, als unbedeutender, hier 
nicht emgegangen werden soll. — 

Die erste Formel (112) gewinnt unter den in (122) ausge- 
drückten Voraussetzungen die Gestalt 


© = é[(1—2L(y-L(y+p)-2Lp(1-2Ly)cos 29 
+2e(1—2Ly(1—Ly)) sin A]. 


Sie zerfällt in drei Glieder, von denen das erste die soeben be- 
sprochenen Absorptionsbüschel, das dritte die oben behandelten 
Ringe ergiebt. Neues spricht das zweite Glied aus, das, als 
in Bezug auf p lineär, sehr wesentlich ist. Da nach (115) in 


125) 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. v. 1896, S. 17. 
Egl. Ges. d. Wiss, Nachrichton. Math.-phys. Klasse 1902. Heft 1. 6 
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mäfigen Abständen von der Polarisationsaxe 28 — 2 H—I ist, 
so gilt für das betreffende Glied 


126) —2c@Lp(1—-2Ly)cos28 = —-pRcos(2H—I), 


unter À eine in dem betrachteten Bereich constante positive GrôBe 
verstanden. 

p besitzt seinen absolut grôfiten Werth B in der £-Axe, d. h. 
für 1—2XK und 1—2K+7x, cos(2H1— 1) dagegen in den Geraden 
I = 2H und 1—2H+x. GrôBte Helligkeit oder grô8te Dunkel- 
heit wird eïintreten, wenn für beide Factoren gleichzeitig 
Maxima stattfinden, d.h., wenn 2H entweder gleich 2 X oder gleich 
2K—+zx ist. Wir wollen diese Füälle allein betrachten. 

Ist H— K, d. h., ist die einfallende Polarisationsrichtung der 
festen Richtung Q parallel, so nimmt p cos(2H— I) auf der £- Axe 
allenthalben den Werth +8, dazu normal den Werth Null an. 
Hier wird also das Ringsystem, das man bei Beobachtung mit 
nur einem Polarisator wahrnimmt, von einem dunkeln Streifen 
durchzogen sein, der der £-Axe parallel liegt. 

Ist dagegen H — K+izx, d.h., ist die einfallende Polari- 
sationsrichtung zu der festen Richtung Q normal, so nimmt 
pcos(2H—1I) auf der £-Axe den Werth —8, dazu normal den 
Werth Nall an. Hier wird das Ringsystem von einem hellen 
Streifen durchzogen sein. 

Beide Streifen gehen durch die Polarisations- 
axe À,, d.h. das Centrum des Ringsystemes hindurch. Denn 
obwohl im Allgemeinen die Beziehung 28 — 2H-—I in der Nähe 
von À, ihre Gültigkeit verliert, so behält sie dieselbe nach S. 22 
doch auf der £-Axe bis an den Punkt À, hin. Die obigen Ueber- 
legungen gelten somit für alle Stellen dieser Axe. — 

Die vorstehend besprochenen und leicht beobachtbaren Er- 
scheinungen besitzen bei den verschiedenen Krystallen bemerkens- 
werth verschiedenen Character, gemäB der Lage der Fundamental- 
richtung Q gegen die Ebene der Polarisationsaxen À, À. 

Es ist hier der Ort, näher auf die verschiedenen Typen 
zweiaxiger pleochroitischer Krystalle einzugehen, auf 
die bereits S. 4 kurz hingewiesen worden ist. 

Bei rhombischen Krystallen kônnen die Tensoren b, auf 
sechs verschiedene Weisen den Tensoren a, parallel werden, wo- 
durch sich acht verschiedene Môglichkeiten der Lage der Ab- 
sorptionsaxen und (da die Richtungen K = +4x und = —4x, 
sowie À — 0 und — x hier einander gleichwerthig sind) zwei 
der Lage von Q ergeben. 


Beitrâge zur Aufklärung der £igenschaften pleochroitischer Krystalle. 83 


Fällt b,, b,,b, in a,,a,,a,, so liegen die B, in der Ebene von 
aa. SchlieBen die B, die À, ein (wobei das S. 51 über die po- 
sitiven Seiten der À, und B, Gesagte zu beachten ist), so ist in 
der Nähe von À, die Richtung Q normal zu À,4,, also der Winkel 
K = 4x; liegen die B, zwischen den À4,, s0 ist K — 0. 

Fällt b,, b,,b, in a,,a,,a,, so liegen die B, gleichfalls in der 
Ebene a,a, und in der Nähe von À, ist K — 4x, wenn 4, 
zwischen den B, liegt, À — 0, wenn auBerhalb. 

Fällt b,, b,, b, oder b,, b,, b, in a,, a,, a,, so liegen die Axen B, 
in der Ebene a, a,; im ersten Falle ist À — 0, im letzten — 4x. 

Fällt endlich b,, b,,b, oder b,, b,, b, in a,, a,, a, so liegen die B, 
in der Ebene a, a,; im ersten Falle ist K — 4x, im letzten X — 0. 

Es sind also vier Môglichkeiten für den Werth X — 0 und 
vier für den Werth K = }x vorhanden. Die beiden hierdurch 
gekennzeichneten Typen lassen sich dadurch leicht unterscheiden, 
daB die Welle, welche, parallel einer Polarisationsaxe fortschrei- 
tend, in der Ebene À, 4, polarisirt ist, bei dem ersten stärker, 
bei dem letzten schwächer absorbirt wird, als die normal zu 
ÀA,A, polarisirte. Andalusit, für den b,,b,,b, in a,a,,a, und 
A, zwischen die B, fällt, gehôrt zu dem letzteren Typus; man 
erhält daher den dunkeln Streifen in der Ebene À, 4, liegend dann, 
wenn die einfallende Polarisationsebene normal zu 4,4, steht, 

Bei monoklinen Krystallen sind neun Arten des Zusammen- 
fallens eines der b,,b,, b, mit einem der a,,a,, a, müglich. 

Ist a, die allgemeine physikalische Symmetrieaxe, so kann 
damit sowohl b,, als b,, als à, zusammenfallen. In allen diesen 
Fällen kann K ganz beliebige Werthe haben. 

Ist a, die Symmetrieaxe und fällt b, oder b, oder b, hinein, 
so ist im ersten und im letzten Falle X — 0 und + 4x, im zweiten 
— 0 oder — +4zx, je nachdem À, auferhalb oder zwischen den 
B, liegt. 

Ist endlich a, die Symmetrieaxe und fällt mit ihr b, oder b, 
oder b, zusammen, so kônnen alle môglichen Werthe X vorkommen. 

Bei Krystallen des monoklinen Systemes kommen also zwar 
einzelne Fälle vor, in denen die GrüBe des Winkels X schon aus 
Symmetrierücksichten sich zu O oder 4x bestimmt, im Allge- 
meinen hängt er aber von den dem Krystall individuellen Winkel- 
werthen zwischen den a, und den b, ab. 

Bei Epidot ist bekanntlich À = O, d. h., in der Polarisationsaxe 
ist die parallel À, 4, polarisirte Componente die stärker absor- 
birte. DemgemäB erhält man den dunkeln parallel À, 4, liegenden 

6 * 
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Streifen dann, wenn die einfallende Polarisationsebene zu 4,4, 
parallel liegt. 

Bei triklinen Krystallen ist von vorn herein keinerlei Ge- 
setzmäBigkeit in der relativen Lage von a, a,, a, und b,, b,,b, vor- 
handen; die Richtung Q weicht irgendwie aus der Ebene 4,4, ab 
und demgemäfi auch der oben besprochene, die Ringe durchschnei- 
dende dunkle Streifen. Das in meinem Besitz befindliche A xinit- 
Präparat zeigt diese Abweichungen auBerordentlich deutlich und 
beweist auch durch die unsymmetrischen farbigen Säume der mit 
blofem Auge wahrnehmbaren Absorptionsbüschel die niedrige 
Symmetrie des triklinen Krystalles. — 

11) Die hellen Axenbilder zwischen gekreuzten 
Polarisatoren. Die Formel (108), die sich auf die mit Pola- 
risator und Analysator wahrnehmbaren Erscheinungen bezieht, 
enthält, wie die Ellipticität, so auch die Absorption der Schwin- 
gungen in minder wesentlichen Gliedern, wie die von uns bereits 
discutirten Formeln (106), (109) und (110); daher führt auch ihre 
Discussion zu nur wenigen Ergänzungen der früher auf angenähertem 
Wege gewonnenen Resultate. Nur ein Punkt mag kurz berührt 
werden: das Verhalten der unmittelbaren Umgebung einer Polari- 
sationsaxe. 

A ist auf der Geraden £ — 0, »° < ff nach S. 63 gleich Null, 
in der Nähe derselben jedenfalls sehr klein, und dort gilt somit 
streng, resp. angenähert, wegen €, — 6, — € 


c? — ü Le? (cos’ 9 + &’ sin’ 9) (cos’ +" sin’ 9") 
127) + € (sin° # + &° cos” #) (sin° 9" + &? cos’ 9’) 
+4ee, [(1—&) sin 28 sin 29/—4]}. 


Bei gekreuzten Polarisatoren ist 8 —2’ — }x und demgemäB 


128) c— Ty [(ei + ei) (cos” 9 + &° sin” #) (sin° 9 + e* cos’ 8) 
— ee, ((1—e°)" sin° 29 +4e°)]. 


Auf der Geraden £ — 0, n° < f ist nach $S. 69 die Lage von 
P constant, und zwar, da die Gerade die Grenzlinie der beiden 
Wellen (1) und (2) bildet, um 4x unbestimmt, nämlich auf der 
cinen Seite um }x gegen die Lage auf der anderen Seite gedreht; 
ebenso ist e, zweideutig, nämlich diesseits und jenseits e, und e, 
vertauscht, während € eindeutig ist. Der Werth von c” ist dem- 
gemäB, wie man leicht sieht, eindeutig. 
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Man gelangt zu einem einfacheren Ausdruck, wenn man s0- 
weit von den Windungsaxen entfernt bleibt, daB man die Glieder 
von der Ordnung von s’, das in der Mitte zwischen ihnen ver- 
schwindet, vernachlässigen kann. Dann resultirt 


199) = }c(e,—e,) sin’ 29, 


und dies zeigt, daB die Intensität in der Richtung einer Polari- 
sationsaxe auch bei gekreuzten Polarisatoren im Allgemeinen nicht 
verschwindet, sowie der Krystall pleochroitisch, d. h. e, von e, 
verschieden ist. Ausgenommen ist nur der Fall, daB die einfal- 
lende Polarisationsebene P, parallel oder normal zu einem der der 
Polarisationsaxe entsprechenden P liegt, d.h. & — 0 oder +4 ist. 

Handelt es sich speciell um einen Krystall, bei dem die Ebene 
der Windungsaxen C,C! normal steht zur Ebene der Polarisations- 
axen À, À,, (worüber S. 35 u. f. gesprochen) so schlieft P für alle 
Punkte zwischen den Windungsaxen die Winkel O0 oder +1x mit 
À, À, ein, und man kann in (128) resp. (129) für # unmittelbar 


den Winkel von P, gegen À, À, einsetzen, d. h. in der sogenannten 


Diagonallage (8) tx, in der sogenannten Normallage (») 
0 oder +4. 
Hier giebt (128) resp. 


190) où = nee) ae), = mare 


und (129) einfacher | 
131) ci = a(a—e), © — 0. 


Bei diesen Krystallen erleiden also die dunkeln Hyperbeln, 
die in der Diagonallage zwischen gekreuzten Nicols auftreten, 
stets, bei denjenigen der andern Gruppen wenigstens zumeïist, 
in Folge des Pleochroismus Unterbrechungen. 

Auf die hellen Axenbilder, welche selbst bei nur sehr wenig 
pleochroitischen Krystallen auftreten und somit ein empfindliches 
Merkmal des Pleochroismus darstellen, habe ich schon in meiner 
ersten Publication über diesen Gegenstand aufmerksam gemacht. 
Im Vorstehenden ist die Erscheinung etwas weitergehend auf- 
geklärt. 

12) Gesetze für die Umgebung einer Absorptions- 
axe. Bei der vollständigen Symmetrie der fundamentalen Glei- 
chungen (35) in Bezug auf die beiden Gattungen von Tensorcom- 
ponenten a,, und b,, einerseits und die Variabeln œ* und # — 2w°x 
andererseits ist es von vornherein klar, da die im Vorstehenden 
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für die Umgebung einer Polarisationsaxe durchgeführten Rech- 
nungen sich fast ohne Aenderungen sogleich auf die Umgebung 
einer Absorptionsaxe übertragen lassen. Wir wollen zum Schluf 
noch kurz untersuchen, ob die sich dabei ergebenden Resultate 
bestimmte, bisher noch nicht aufgefundene Erscheinungen in der 
Umgebung der Absorptionsaxen signalisiren. 

Da8 die Verhältnisse hier aber trotz der analytischen Sym- 
metrie der Formeln physikalisch doch sehr abweichend liegen, er- 
giebt sich schon aus der verschiedenen physikalischen Bedeutung 
der beiden symmetrisch auftretenden Variabeln &° und #4 — 2°4. 
Auch ist daran zu erinnern, daB bei dem zu machenden Ueber- 
gang k für sich allein schon seine Bedeutung einigermassen än- 
dert, da es zwar in der Nähe einer Polarisationsaxe (wegen der 
dort nur unmerklich verschiedenen Geschwindigkeiten der beiden 
Wellen), nicht aber in anderen Bereichen ein directes MaaB der 
Absorption ergiebt. 

Für Richtungen, die so nahe an der Absorptionsaxe B, 
liegen, daB V, neben Eins vernachlässigt und W, mit 2s—v ver- 
tauscht werden darf, (anter v eine Grôüke von der Ordnung von V, 
verstanden) liefern die Formeln (18) analog zu (43) 


(b,] = 0,+4(b,—0,)(V,—v)sin2s, 

(b,,] = 8, —23(,—8,)(V,+v)sin2s, 

was wir abkürzen in 

133) [b,,] = d,+0V,, [b,] — b,—0bV, wobei b, — b,—bv. 
Dabei ist b nach (10) stets positiv. 

Legt man nun die X-Axe in die Ebene ZQ (s. S. 6), so wird 


(,,] = 0, und die erste Gleichung (35) nimmt bei Berücksichtigung 
von (19) die Form an 


139) 


134) GE) = (au) 0) (as) —@) +0 Pi = r°, 
wobei r’ eine neue Bezeichnung ist; es wird also 
135) =.b,£Lr. 


Setzt man diesen Werth in die zweite Gleichung (35) ein, so er- 
giebt dieselbe 
136 +” +P)((a)sintÿ+(a,) cos ÿ— a) 
(Ær'—0P,) (an) cos’ # + (as) sin° #—æ") = 0, 
was genau (48) entspricht. 
Setzt man also 


137) o = &((a:)+(a,)+p' = y'+p 
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und führt die Abkürzungen 


138) bP = a, E((as)—(a,) = 8, 24 = 7 
ein, so erhält man entsprechend zu (52) und (53) 

139) DD 8") = af" cos y! 

also 


140) p" 2. 1 [8° — 0" + (B°— 7) +40" ri cos’ 7']. 


Es ergiebt sich sonach bei der Construction auf einer Kugel 
vom Radius b für p' dasselbe Gesetz, wie oben für p. Man hat die 
jetzt innerhalb des betrachteten Bereiches feste Richtung P zu con- 
struiren, die S. 53 definirt ist; heift Æ' ihr Winkel mit der Ge- 
raden B,—B,, und schlieft die £'-Axe eines £'n'- Systemes mit 
B,—B, den Winkel 2 X' ein, so ist p’ und somit &—w} con- 
stant auf einem System von confocalen Hyperbeln mit den Brenn- 
punkten Ë = 0, 7 = +f. 

Führt man weiter in den Ausdruck (134) für r'° den Werth 
(137) für o° ein, so ergiebt sich 


141) re = pl+a—p", 

also nach (135) und (140) 

k = b,+ Vp®+a" —$", 
UC EL CENT ET EE 


r' ist constant auf confocalen Ellipsen mit den Brennpunkten 
£'— 0,  — +B'. Diese Punkte stellen für die beiden zweiwer- 
thigen Functionen &° und Æ die Windungspunkte dar, die Gerade 
E — 0, n° <B" ist für k, die Gerade Ë = 0, 7° => 8" für &° der 
Verzweigungsschnitt. 

Soweit geht Alles dem Früheren vollständig parallel. Ein 
ganz wesentlicher Unterschied wird aber dadurch bedingt, daë, 
während bei den bekannten Krystallen B/a eine so kleine Grüfe 
ist, daB die Windungspunkte £ = 0, 7 — +$ auf der Kugel vom 
Radius a sich zumeist kaum von der Polarisationsaxe sondern, 
B'/b umgekehrt in Wirklichkeit so groB ist, daB die Windungs- 
punkte £ —0, = +$' sich auf der Kugel vom Radius à gar 
nicht construiren lassen. Die Curven p' — Const. und +’ — Const. 
werden hier also in zwei Systeme je zur EË'- und zur 7-Axe pa- 
ralleler Geraden degeneriren. Auch die Curven &* — Const. und 
k — Const. sind Gerade; die Curven constanter Absorption werden 
dagegen wegen x/o = k/2w° gekrümmte Form besitzen. © und 


142) 
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x/& werden sich in der Nähe einer Absorptionsaxe aber so langsam 
ändern, daB es zweïfelhaft erscheinen muB, ob die auf dieser Ver- 
änderlichkeit beruhenden Interferenz- und Absorptionserscheinungen 
sich überhaupt beobachten lassen. 

Gleicher Weise sind die Ellipticitäten der Schwingungen dort 
überaus gering und TARN einem experimentellen Nach- 
weils unzugänglich. 


Gôttingen, Anfang Februar 1902. 


Anhang. 

Eine neue Erscheinung. Wenn auch durch das Auf- 
treten der idiophanen Ringe um die sog. optischen Axen die all- 
gemeinén Folgerungen aus der Theorie eine unerwartete und 
schône Bestätigung finden, so schien es doch erwünscht, nach 
einer Erscheinung zu suchen, welche die theoretisch abgeleitete 
Fortpflanzung zweier gleichsinnig rotirender ellip- 
tischer Wellen noch einfacher wirksam werden läft und auch die 
damit verbundenen merkwürdigen Symmetrieverhältnisse 
der Schwingungen in der Umgebung einer Polarisationsaxe noch 
directer zur Anschauung bringt. In Bezug auf letzteres mag 
daran erinnert werden, daB nach der Theorie jede Polarisations- 
axe À, beiderseitig (dicht) eingeschlossen wird von zwei Richtungen 
(den Windungsaxen C, und C;), in deren jeder sich zwei gleich- 
sinnig rotirende circularpolarisirte Wellen fortpflanzen, die aber 
für die beiden Windungsaxen entgegengesetzten Rotationssinn be- 
sitzen. Bei rhombischen Krystallen, auf die wir in erster Linie 
exemplificiren wollen, steht die Ebene der Windungsaxen C, und 
C'} normal zu derjenigen der Polarisations- oder optischen Axen 
_ À,, À,, und die Rotationssinne in den vier Axen C,, C!, C,, C! 
sind derart vertheilt, daB die Symmetrie der Krystallklasse ge- 
wahrt ist. 

Um die Verschiedenheit der beiden Axen C, und C!, resp. C, 
und C; und ïhrer Bereiche hervortreten zu lassen, muB es ge- 
nügen, das einfallende Licht elliptisch, insbesondere circular 
polarisirt zu wählen und ohne Analysator zu beobachten. Dann 
wird unzweifelhaft in der Umgebung derjenigen der Axen C, und 
C;;, deren eigner Rotationssinn mit demjenigen des einfallenden 
Lichtes übereinstimmt, mehr Licht fortgepflanzt werden, als 
in der Umgebung der Axe mit entgegengesetztem Rotations- 
sinn; das letztere Bereich muB verglichen mit dem ersteren 
dunkeler erscheinen. 
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Wir wollen demgemäB das allgemeine Problem behandeln, daf 
das einfallende lineärpolarisirte Licht durch einen eingeschalteten 
Viertelundulationsglimmer in elliptisches verwandelt wird, bevor es 
auf die Platte aus dem absorbirenden Krystall trifft, und daB das 
austretende Licht direct in das Auge gelangt. 

Es môüge, wie früher, unter P, die einfallende Polarisations- 
richtung, unter P die Richtung der groBen Ellipsenaxe der ordi- 
nären Welle im Krystall, unter & der Winkel (P, P,), verstanden 
werden. Ferner mügen X, und Y, die Polarisationsrichtungen in 
dem Glimmer und @ den Winkel zwischen P, und X, bezeichnen. 
Ist dann c, cos T, die einfallende Schwingung, sind also 


143) U, = c,cos @ cos T, V, — c,sm@sinT 

die aus dem Glimmer austretenden Componenten nach X, und },, 
so fallen auf den Krystall die Schwingungen // und + zu P 
144) u, = U,cosd+V, sind, v, — —U, sin 0 +, cos 0, 


wobei @—9— 0 gesetzt ist. Die austretende Intensität aber 
findet sich bei Vernachlässigung der Intensitätsverluste durch Re- 
flexion nach (96) proportional mit 


© — Ter | e(1+e°)[(cos"d+e*sin"d)cos"® +(sin* 0 +’ cos’ d)sin’ 6] 
+ ei (1+e°)[(sin* d +ecos”*d)cos"@+(cos" d +" sin*d)sin’@] 
145) —4 e, e,ë° cos À 
—e[(1+e)(+e—2e,e, cos 4)sin2@ 
+2 e,e,(1—e*) cos 20 sin 20 sin 4]}. 
Was uns in diesem hôüchst complicirten Ausdruck vorzüglich in- 
teressirt, ist das Auftreten von Gliedern, die mit dem Winkel 
@ und daher mit dem Rotationssinn der einfallenden 
Welle ihr Vorzeichen umkehren. Es sind bei Rücksicht 
auf à — @—# die folgenden 
c, sin 2@ 
2(1—e) 
—2 e(1+e")e+e— 2e, e,cos A) —4e8e,e,(1—:*)cos 28 cos 20 sin 4], 


G — 
146) 


[(ei — ei) (1 — &°) sin 29 cos 29 


und wir bemerken, daB eine Umkehr des Vorzeichens von @ durch 
eine solche desjenigen von #, und damit von «, compensirt wird. 
Die Erscheinung, die sich bei einfallendem elliptisch polarisirten 
Licht darbietet, ist also unsymmetrisch in Bezug auf die 
£-Axe, und die Unsymmetrie kehrt sich um, wenn der Rotations- 
sinn des einfallenden Lichtes umgekehrt wird. 
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Eine allgemeine Discussion des unübersichtlichen Ausdruckes 
(146) hat wenig Zweck; es mag nur bemerkt werden, daB er sich 
für @ = +}zx, also bei einfallendem circular polarisirtem Lichte 
reducirt auf É ; 

147) EPL FAURE (44420 8 008 4) 

und daf dies auf einem Kreise um eine Polarisationsaxe seinen 
grôBten und seinen kleinsten Werth auf den Radien durch die Win- 
dungsaxen annimmt, aber bei wachsender Entfernung allmählig ver- 
schwindet. Berücksichtigt man, daB für @ — 0 oder = }x das ein- 
fallende Licht lineär polarisirt ist, also der S. 81 u. f. ausführlich 
behandelte Fall eintritt, so kann man sich von der Unsymmetrie 
der Intensitätsvertheilung in der Umgebung einer Polarisationsaxe 
bei einfallendem elliptisch polarisirten Lichte leicht eine ungefähre 
Vorstellang bilden. — 

‘Nach dem S. 71 Gesagten liegen die Windungsaxen stets sehr 
nahe bei den Polarisations- oder optischen Axen; um die signa- 
lisirte Erscheinung gut wahrzunehmen, muB man sich daher an- 
derer Hülfsmittel bedienen, als der gewühnlichen Polarisations- 
apparate für (äuBerst stark) convergentes Licht. Ich habe ein 
Fernrôhrchen von nur 4cm Brennweite hierzu passend gefanden. 

Die Anordnung des ersten der angestellten Versuche war die, 
da8 Licht von einem Auerbrenner eine Lôsung von Kupferoxyd- 
ammoniak, einen Nicol und sodann einen für die so erhaltenen 
blauen Strahlen ausgesuchten und um die Strahlenrichtung dreh- 
baren Viertelundulationsglimmer durchsetzte, ehe es auf die ausge- 
zeichnete Andalusitplatte fiel, die ich zu dieser Beobachtung von Dr. 
Steeg und Reuter erhalten hatte. Das aus der Platte austretende 
Licht wurde mit dem auf Unendlich eingestellten Fernrôhrchen 
aufgefangen und gelangte, ohne einen Analysator zu passiren, in’s 
Auge. Die Polarisationsebene des Nicol lag normal zu der (ver- 
tical gestellten) Ebene À, 4, der Andalusitplatte. 

Fiel eine der Polarisationsebenen des Glimmers mit derjenigen 
des Nicols zusammen, war @ — 0, also das einfallende Licht li- 
neär polarisirt, so erschien der innerste Ring des idiophanen 
Systemes mit dem denselben schneidenden (verticalen) dunkeln 
Streifen im Gesichtsfeld. Beim Drehen des Glimmers zog sich 
der Streifen in zwei Flecken zusammen, die im gleichen Drehungs- 
sinne, aber mit doppelter Drehungsgeschwindigkeiït, um die Polari- 
sationsaxe wanderten. Der eine dieser Flecken (sagen wir der 
jetzt rechts befindliche) war dabei erheblich grôBer, insbesondere 
radial beiderseits weiter verlängert, und dunkler als der andere, 
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Bei @ — }x (circularer Polarisation des einfallenden Lichtes, sagen 
wir in positivem Sinne) standen beide Flecken in der zur Ebene 
A,4, normalen Geraden, und ihre Verschiedenheit war am auf- 
fälligsten. Bei ®@ — }x (einfallendes lineär polarisirtes Licht) war 
wieder die anfängliche Erscheinung vorhanden. Weiterhin wurde 
der (jetzt links befindliche) Flecken wieder grôBer und dunkler; 
bei @ — $ x (einfallendes circulares und negativ rotirendes Licht) 
standen die Flecken normal zu 4, 4, und die Differenz war aber- 
mals am deutlichsten. Bei @ — x erschien das ursprüngliche Bild, 
und bis @ — 2x wiederholte sich der ganze Cyclus. 

Wie bei Andalusit unter Anwendung von blauem, so lieB sich 
bei Epidot und Axinit unter Anwendung von Na-Licht die Un- 
symmetrie des idiophanen Bildes vollständig deutlich wahrnehmen; 
indessen spielt sich hier der ganze Vorgang in einem noch klei- 
neren Bereich um die Polarisationsaxe ab und ist daher nicht so 
auffallend, wie bei Andalusit. 

Die zuletzt erhaltene Andalusitplatte gestattete übrigens auch 
eine ausgezeichnete objective Darstellung der zuletzt, wie der 
früher behandelten Erscheinungen. Concentrirte man das Licht 
einer electrischen Bogenlampe (am besten ohne farbige Zwischen- 
schicht) mit einer Linse von ca. 15 cm Brennweite auf die Krystall- 
platte bei vorgeschaltetem Nicol, so erhielt man auf einem ein bis 
zwei Meter entfernten weifen Schirm sehr deutliche Bilder der 
Büschel, Ringe und unsymmetrischen Flecken. 

Die beschriebene neue Erscheinung liefert, wie mir scheint, 
eine erwünschte Vervollständigung der Prüfung der Theorie; be- 
wies das Auftreten der idiophanen Ringe die Fortpflanzung 
zweier gleichsinnig rotirender elliptisch polari- 
sirter Wellen in jeder Richtung, so thut das neue Phänomen 
die von der Theorie geforderte Verschiedenheit dieses Ro- 
tationssinnes für verschiedene Richtungsbereiche 
überzeugend dar. 


Gôttingen, 20. Februar 1902. 
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Untersuchungen aus dem Universitätslaborato- 
rium zu Gôttingen (X). 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Februar 1902. 


I Neue Synthesen in der Terpenreihe (Il). 


Die Versuche zum synthetischen Aufbau von Verbindungen 
der Terpenreihe, über die früher ‘) berichtet worden ist, sind nach 
verschiedenen Richtungen mit Erfolg fortgeführt worden. 

Herr Speransky hat auf meine Veranlassung aus dem Pen- 
tanon und Bromessigester bei Gegenwart von Zink den Cyklo- 
pentanolessigsäureester 


CH: CE 


OH) CH: COs Ce H 
CH 1 PORC 


aufgebaut. 

Die Verbindung siedet bei 11 mm zwischen 105—107°, ist aber 
schwer analysenrein zu erhalten. Durch Wasserabspaltung geht 
sie leicht in einen ungesättigten Ester vom Siedepunkt 82-840 
bei 11mm über, der beim Verseifen eine feste bei 11mm bei 
122° siedende und bei 49—50° schmelzende Säure C1H1002 giebt. 
Diese Säure besitzt einen schwachen Fettsäuregeruch, sie addirt 
Brom und liefert ein bei 88° schmelzendes Dibromid C7 H10 Bra On 
und ein bei 144° schmelzendes Amid C6 Ho CONH. 

Der ungesättigten Säure muB die Formel 


0 CH CO ee de CD CICOIE 
| . r e 
CCI NE ER RES 4 


zukommen. Da bei der Oxydation das Auftreten nur sebr gerin- 
ger Mengen Pentanon zu beobachten waren, ist die erste Formel 


1) Nachr. d. Ges. d. Wiss. 1900, 245. 
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einstweilen wahrscheinlicher, jedoch steht ein bestimmter Beweis 
dafür noch aus. 
Dieselbe Reactionsreihe mit dem Methylpentanon aus B-Me- 
tyladipinsäure durchgeführt gab folgende Resultate : 
CH: 
Methylpentanolessigester CH.CH 
LE ox. > (05) CH: CO: Ce Hs 


siedet bei 11 mm zwischen 113—115°, der daraus entstehende un- 
gesättigte Ester, Cio Hi6 O2 bei 90—92 Die ungesättigte 
Säure Cs His Os bei 10 mm bei 128°, bei gewühnlichem Druck un- 
ter Kohlensäure -Abspaltung um 240. Das Amid dieser Säure, 
C1H11 CO NH, schmilzt bei 128°. Beim Ermärmen mit Phosphor- 
pentoxyd liefert es ein Nitril C:H:11.CN vom Siedepunkt 208 — 
2102. 

Wenn man, zwecks Darstellung des Amids das Ammoniaksalz 
der ungesättigten Säure auf 230° erhitzt, so entsteht neben dem 
Amid der Kohlenwasserstoff Cr1H:12 vom Siedepunkt 96—970 


d — 0.7750, np = 1.4336 bei 16° [M — 32,23, berech. 31.83]. 


Einige hôhere homologe Terpene C1 His und Men- 
thene C11H20 habe ich gemeinsam mit Hrn. F. Thôlke herge- 
stellt, indem die Bromessigester-Synthese einerseits auf Bihydro- 
carvon und Carvenon und andererseits auf Menthon und Tetrahy- 
drocarvon Anwendung fand. 

Während das Bihydrocarvon in einen Oxyester 


Co Hic _ CO» Co Hs [von folgenden Eigenschaften: Siedepunkt 


282-9286, d — 0.997, np — 1.47664 bei 20°], überführbar ist 
und dieser erst mit Hülfe von Wasserentziehenden Mitteln in den 
ungesättigten Ester C1o His CH3CO: C5 H5 übergeht (Siedepunkt 145 
—148° bei 18mm), war aus dem isomeren Carvenon ein Oxy- 
ester nicht zu erhalten, sondern es entstand sofort der ungesät- 
tigte Ester (Siedep. 135—137° bei 16mm). Aus den freien Säu- 
ren, welche durch Verseifung der ungesättigten Ester sich bilden, 
konnten durch Kohlensäureabspaltung die Homoterpene Ci1 His er- 
halten werden. Sie zeigten folgende Eigenschaften : 


Ci His Siedepunkt  d np 
aus 
Bihydrocarvon 191—192° 0.8465 1.4771 
Carvenon 194—1979 0.8510 1.4821. 


Die analogen Verbindungen aus Menthon und aus Tetrahydrocarvon 
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aus 
Menthon 196—197° 0.8215 1.4579 
Tetrahydrocarvon 194—195° 0.8300 1.4619. 


II Ueber die Unterscheidung von «- und von B- 
Methyladipinsäure. 


Die B-Methyladipinsäure ist von verschiedenen Forschern auf 
verschiedenem Wege gewonnen worden!), aber die Angaben über 
ihre Eigenschaften stimmen nicht vollkommen überein. Die ge- 
fandenen Schmelzpunkte variiren (von 82—96°) und mehrfach ist 
die Schwierigkeit hervorgehoben worden, welche manchmal her- 
vortritt, die in den meisten Lôüsungsmitteln sehr lôsliche Verbin- 
dung in deutlich krystallisirter Form zu erhalten. Wenn man — 
wie üblich — die Säure in wenig trokenem Benzol 1ôst und dann 
Petroläther zu der Lôsung fügt, so scheidet sich nämlich die Ver- 
bindung nicht immer in nadelfôrmigen Krystallen, sondern oft 
gallertartig aus, auch dann, wenn man die Säure vorher durch 
ibr Kupfersalz gereinigt hat. 

Bei dem Constitutionsnachweis des Methylhexanons aus Pule- 
gon hatte ich nun das erstere Keton der Oxydation unterworfen 
und eine Säure erhalten, welche ich als 8-Methyladipinsäure an- 
sprach. Demgegenüber stellte vor einiger Zeit Markownikoff 
die Ansicht auf, da8 das von mir entdeckte Methylhexanon bei 
der Oxydation, namentlich bei der Verwendung von Salpetersäure 
als Oxydationsmittel, nicht B-sondern «-Methyladipinsäure (Schmelz- 
punkt b2—b3°) gäbe. Es ist ersichtlich, da8 beide Verbindungen 
aus B-Methylhexanon sich bilden kônnen, je nachdem die Oxyda- 
tion einsetzt, wie es die folgenden Formelbilder veranschaulichen : 


CH: CH: . CH (CH) CH: .CH:.CH(CH:) 
fe CO . CH: dE COOH CH: COOH 
B-Methylhexanon B-Methyladipinsäure 

CHk . CH: . CH (CH) CH: . CH. CH (CHa) 

GB CO CH + — QE COOH 00H 


a-Methyladipinsäure 
Die Unterscheidung der beiden chemisch isomeren Säuren wird 


1) Semmler, Ber. 26, 3618; 26, 774 Manasse und Rupe, Ber. 27, 
1818. Wallach, Ann. 289, 895. Tiemann, Ber. 29, 908. 928. Markow. 
nikoff, Ber. 88, 1909 u. a. 
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nun unzweifelhaft dadurch erschwert, daB sie wegen des Vorhan. 
denseins eines asymmetrischen Kobhlenstoffatoms in physikalisch 
verschiedenen Modificationen auftreten kônnen. Die verschiedenen 
Angaben über die Schmelzpunkte der B-Methyladipinsäure sind 
zum Theil auch jedenfalls darauf zurückzuführen, daf man es eben 
mit solchen verschiedenen Modificationen oder mit Gemischen der- 
selben zu thun hatte, die schwer zu trennen sind. 

Ein sicherer Weg die Stellung des Methyls genau zu ermit- 
teln, schien mir nun der folgende zu sein. Die Adipinsäuren ge- 
hen bekanntlich bei der Destillation ihrer Salze in Pentanone über. 
Aus der «-Methyl-Adipinsäure kann auf diese Weise nur «-Methyl- 
Pentanon, aus der B-Säure nur B-Methylpentanon sich bilden. 

Betrachtet man nun den Bau dieser beiden cyclischen Ketone : 


CH: CH CH: CH: 

b >CO und : 
He CH (CH) CH(CH3)CHa 
a«-Methylpentanon B-Methylpentanon 


so ist es klar, daf nach der Claisen’schen Regel bei der Conden- 
sation mit Benzaldehyd aus dem a-Methylpentanon nur eine Mono- 
benzyliden-Verbindung, aus dem B-Methylpentanon aber eine Di- 
benzyliden-Verbindung sich herleiten kann, insofern im a-Keton 
dem Carbonyl nur ein substitutionsfähiges Methylen benachbart 
steht, im B-Keton aber deren zwei. 

Das Dibenzyliden-B-Methylpentanon habe ich in der That nun 
schon früher leicht in Form einer schôn krystallisirenden, gel- 
ben, bei 149—151° schmelzenden Verbindung erhalten kôünnen 
(Ber. 29, 1601). 

Das Condensationsproduct des «-Methylpentanons mit Benzal- 
dehyd ist noch nicht bekannt. Ich habe daher Herrn Speransky 
veranlaft in erster Linie diese Verbindung zu bereiten. 

a-Methyladipinsäure wurde nach Perkin (Journ. chem. Soc. 47, 
807), hergestellt, durch Destillation des Kalksalzes in &-Methyl- 
pentanon verwandelt und dieses mit Benzaldehyd in üblicher Weise 
condensirt. 

Es wurde, wie zu erwarten war, eine Monobenzyliden- 
verbindung erhalten und zwar in Form farbloser, bei 123— 
124 schmelzender Nadeln. 

Diese Verbindung ist in Zusammensetzung und Eigenschaften 
so verschieden von der Benzylidenverbindung des B-Methylpenta- 
nons, daB man dadurch die Methylpentanone und folglich auch auf 
diesem Umweg die «- und B-Adipinsäure gut unterscheiden kann. 

Nunmehr wurde sowohl Pulegon als auch Methylhexanon aus 
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Pulegon oxydirt. ÆErsteres mit Permanganat, letzteres sowohl 
mit Permanganat als auch mit Salpetersäure. Die gewonnenen 
Säuren wurden jede getrennt für sich in Methylpentanon verwan- 
delt und dieses dann mit Benzaldehyd condensirt. In allen Fäl- 
len wurde allein das characteristische, schôn krystallisirende, 
gelbe, bei 149—151° schmelzende Dibenzyliden-B-Methylpentanon 
erhalten. rs 

Damit ist die Richtigkeit meiner früheren Angabe erhärtet, 
daB bei der Oxydation von Methylhexanon aus Pulegon 8-Methyl- 
adipinsäure entsteht und zwar unter den von uns gewählten 
Bedingungen ausschlieBlich. Zu genau demselben Resultat 
sind auch (beiläufig nach AbschluB unserer Versuche) Bouveault 
und Tetry (Bull. Soc. ch. 25, 441; Centrbl. 1901. I. 1151) ge- 
kommen, die zur Beweisführang aber die Eigenschaften der Ani- 
lide der isomeren Adipinsäuren heranzogen. 

Endlich sei noch folgender Thatsachen gedacht. Wenn man 
die rohe B-Methyladipinsäure im Vacuum destillirt, so geht vor 
der erstarrenden Säure gewôbhnlich ein Vorlauf über, der bei Luft- 
abschluf flüssig bleibt, bei Luftzutritt allmählich erstarrt. Es 
liegt hier das schon von Manasse und Rupe beobachtete A n- 
hydrid der B-Methyladipinsäure vor. (Ber. 27, 1821). 

Behandelt man destillirte, bei 86—87° schmelzende B-Methyl- 
adipinsäure (aus Pulegon) mit trockenem Benzol, so lüst dieses 
nur einen Theil der Säure. Der Rückstand schmilzt dann bei 91°, 
der in Lôüsung gegangene Antheil, nachdem er wieder auskrystal- 
lisirt ist, bei 84°. 

II. Ueber eine Reiïhe neuer isomerer cyclischer 
Ketone der Formel Co H130 und C° Hi O. 
1) Abbauproducte des Terpineols. 


Das von Dr. Helle und Stephan im flüssigen Terpineol 
aufgefundene, bei 32° schmelzende Terpineol 


CH: 


CH. d. CH: 
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das mir die Firma Schimmel & Co. freundlichst zur Verfügung 
stellte, habe ich in Gemeinschaft mit Herrn stud. O0. Rahn et- 
was näher untersucht. Wenn man das Terpineol in Eisessiglüsung 
mit 1 Mol. Brom versetzt und dann Eisessig-Bromwasserstoffsäure 
hinzufügt, so entsteht ein Tribromid, dem die Formel 


CH: 


| 
CBr 


FA 
CH: CH 
Ca Le 
QAR 


CH 


CH. der. CH: Br 
zukommen muf. 

Dies Tribromid schmilzt bei 65° und besitzt einen Geruch, 
welcher sehr an den der Hologenwasserstoffadditionsproducte des 
Dipentens erinnert, zu denen es in naher Beziehung steht. Bei 
Einwirkung von Brom entsteht daraus Dipententetrabromid. 

Bei der Oxydation des Terpineols mit Kaliumpermanganat ent- 
steht, wie schon Helle und Stephan fanden, ein Glycerin C10H2003. 
Diese Verbindung schmilzt nach dem Umkrystallisiren aus Essig- 
äther bei 116—117% Wird sie mit verdünrter Schwefelsäure ge- 
kocht, so spalten sich 2 Moleküle Wasser ab. Man erhält eine 
mit Wasserdämpfen flüchtige Verbindung CioHi6O (ein Oxyd oder 
ein Alkohol) von folgenden Eigenschaften: 

Siedepunkt 217—225, d — 0.977, np — 1.4930 bei 20°. 


Diese Verbindung ähnelt in ihren allgemeinen Eigenschaften, na- 
mentlich auch im Geruch, der isomeren Verbindung Cio Hi O, 
welche durch Wasserabspaltung aus dem Oxydationsproduct C10H>003 
aus Bihydrocarveol erhalten wird. 

Bei der Oxydation des bei 116—117° schmelzenden Glycerins 
C10H2003 entsteht, wie schon Helle und Stephan fanden, ein Oxy- 
keton Ce Hi Oz. 

Erwärmt man dies Oxyketon mit verdünnter Schwefelsäure, 
oder nimmt man die Oxydation des Glycerins von vorn herein 
mit Chromsäure in schwefelsaurer Lüsung vor, so verliert das 
Oxyketon Wasser und man erhält ein Keton CoHu0. Der Vor- 
gang wird durch folgende Formeln deutlich : 


Kgl. Ges, d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1902. Heft 1. 74 
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CH CH: CH: 
C.OH 1! OH d 
At 7. PEN 
CFP ORNE CHIC CH: CH 
| | | 
CH CH He Las CH CH: 
NT PAU AA 
CH CH CH 
| | | 
CH3.C(OH)CH:20H  CH:.C0 CH3 CO 
C10 H20 Os Co Hi Où Co HO 


Noch einfacher gelangt man zu demselben Product, wenn man 
das Terpineol direct mit Chromsäure oxydirt. 

Das Keton CoH140 ist durch folgende Eigenschaften characterisirt. 

Siedepunkt 205—206°, d — 0.9400, np = 1.4719 bei 19°. 

Das Semicarbazon schmilzt bei 164— 165, das Oxim 
aus verdünntem Alkohol krystallisirt bei 51—52°, es ist selbst in 
Petroläther sehr lôslich. Das gebromte Oxim, Co H:14Br2 NOH, 
krystallisirt gut und schmilzt bei 130°. 

Das Keton CoHuO darf als Tetrahydro-para Methyl- 
tolyl-keton aufgefaft werden und die Richtigkeit dieser Be- 
trachtungsweise wurde durch Ueberführung der hydrirten Ver- 
bindung in das aromatische Keton erwiesen. Erwärmt man die 
erstere nämlich mit dem etwa vierfachen Volum concentrirter 
Schwefelsäure, bis Entwickelung von Schwefeldioxyd auftritt und 
destillirt dann mit Wasserdampf, so geht ein dem Acetophenon 
sehr ähnlich riechendes Oel über, das bei 222—2250 siedete und 
durch die Analyse sowohl wie durch Ueberführung in das bei 88 
— 89° schmelzende Oxim und in das bei 100° schmelzende Brom- 
substitutionsproduct als p-Methyltolylketon erkannt wurde, wel- 
ches letztere von Widman und Bladin (Ber. 19, 583) durch 
Oxydation des Cymols, von Michaelis (Ber. 15, 185) und von 
Claus (Ber. 19, 234) synthetisch aus Toluol und Essigsäureanhy- 
drid erhalten ist. Das Tetrahydroketon ist beiläufig isomer mit 
einer von Perkin und Kipping (Ber. 23, R. 249) durch Con- 
densation aus «, w-Diacetylpentan erbaltenen Verbindung CoH:40), 
welche ein Tetrahydro -ortho-Methyltolylketon ist und übrigens 
auch denselben Siedepunkt wie die para-Verbindung besitzt,. 

Bei der Reduction in ätherischer oder alkoholischer Lüsung 
mit Natrium nimmt das hydrirte Keton nur zwei Wasserstofr- 
atome auf und verwandelt sich in einen Alkohol CoHi60. 

Diese Verbindung hat besonderes Interesse dadurch, daB sie 


7 « 
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ein niederes Homologes des bei 35° schmelzenden 
Terpineols darstellt, wie folgende Formelzusammenstellung 


zeigt : 


CH: CH: 
| 
C 
AN 
CH: CH CH: CH 
| 
CH: CHi CH: CE 
VA de a 
ss CH 
(CH3).C.OH H OH 
H3 H3 
Terpineol Schmelzp. 3b° Neuer Alkohol. 
Der Alkohol CoH150H hat folgende Eigenschaften : 
Siedepunkt 212—213, d — 0.942, nr — 1.4836 bei 19° 


M = 42.49 (berechnet für CoH150HF — 42.5b). 


2) Ueber Ketone CoH140 und CsHi60O aus Pulegensäure. 


Wenn man das Oxylacton, CioHi1603, welches bei der Oxyda- 
tion der Pulegensäure mit Permanganat entsteht, mit concentrir- 
ter Schwefelsäure erwärmt, so entsteht ein Keton Cs Hi6O von 
folgenden Eigenschaften : 

Siedepunkt 1830, d — 0.8925, np 144506 bei 21°. 

Dieses Keton, welches Pulenon genannt werden soll, giebt 
bei der Reduction einen Alkohol, CsH180O, das Pulenol, von fol- 
genden Eigenschaften: 

Siedepunkt 187—189, d — 0.8953, nn — 1.4569 bei 20°. 

Durch Wasserabspaltung giebt der Alkohol einen Kohlenwas- 
serstoff CyHis, das Pulenen, der sich mit Nitrosylchlorid zu einer 
blau gefärbten Verbindung Cs Hie NOCI vom Schmelzpunkt 88—89° 
vereinigt. 

Das Oxim des Pulenons CsHi6: NOH schmilzt bei 94—950, 
Es läBt sich unter sehr vorsichtig zu wählenden Bedingungen in 
ein Isoxim umlagern, das bei 96-97 schmilzt. Das Isoxim läfit 
sich nicht zu einer Amidosäure aufspalten, sondern giebt beim 
Erwärmen mit Säuren eine Nonylensäure. Der Vorgang wird 
verständlich unter Berücksichtigung der Leichtigkeit, mit der 
Pulenon-Oxim und -Isoxim sich in Nonylensäurenitril, CoHi6N, vom 
Siedepunkt 216—217° verwandeln lassen. 


7 
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Das durch Kohlensäureabspaltung aus Pulegensäure leicht er- 
hältliche Pulegen CioHie habe ich in Gemeinschaft mit Herrn 
F. Colmann näher untersucht. 

Der Kohlenwasserstoff vom Siedepunkt 138—139°, d — 0.791, 
nn = 1.44 giebt bei der Oxydation eine bei 15mm bei 164° unter 
gewôhnlichem Druck bei 265° siedende Ketonsäure Co Hi6 Os, 
deren Semicarbazon bei 164° schmilzt. 

Mit Nitrosylchlorid vereinigt sich das Pulegen zu einem 
weifen, leicht lôslichen Product Co His NOCI, welches sich beim 
Erwärmen mit Piperidin in das bei 106—107° schmelzende Ni- 
trolpiperidid Co Hi NO.NC5 Hi überführen läft. 

Durch Salzsäureabspaltung erhält man aus dem Nitrosochlorid 
das Oxim Co Hu: NOH als eine bei 11 mm bei 120—125° siedende, 
dicke Flüssigkeit. 

Säuren scheiden aus dem Oxim beim Erwärmen ein Keton 
CoHu0, das Pulegenon, ab. Diese Verbindung, welche ich im 
Begriff bin mit Herrn J. Thede näher zu studiren, hat folgende 
Eigenschaften : 

Siedepunkt 189—190°, d — 0.914, nn — 1.4645. 

Das Semicarbazon schmilzt bei 183 —1842. 

Bei der Reduction mit Natrium in alkoholischer Lôsung nimmt 
das Pulegenon 4 Wasserstoffatome auf. 

Der Alkohol Co H:8O siedet bei 15 mm zwischen 77—78?, 

Durch Oxydation dieses Alkohols erhält man dann das Bi- 
hydro-Pulegenon Co Hi6O von folgenden Eigenschaften : 

Siedepunkt 188—189, d — 0.8890, nn — 1.4439 bei 20°. 

M — 41,82 (berechnet für Co Hi6O — 41.61). 

Das Keton ist ganz beständig gegen kalte Permanganatlô- 
sungen. Sein sehr schwer in Alkohol lôsliches Semicarbazon 
schmilzt bei 176—178°, das Oxim ist schwer zum Erstarren zu 
bringen. 

3) Ueber cin Trimethylhexenon Cs:HuO und ein 
Trimethylhexanon CHiO aus Geraniolen. 

Die Aehnlichkcit, welche das Pulegen mit dem Cyklogera- 
niolen Tiemanns in den physikalischen Eigenschaften aufweist, 
ebonso wic die Aebnlichkeit der aus beiden Kohlenwasserstoffen 
bei der Oxydation entstchenden Ketonsäuren, machten einen ein- 
gehenderen Vergleich beider Verbindungen nôthig, durch welchen 
die vollkommene Verschiedenheit der Substanzen klar gelegt wurde, 
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Herr Scheunert hat das Cyklogeraniolen in grôferen Men- 
gen dargestellt und daraus sind folgende Abwandlungsprodukte 
erhalten worden. Der bei 138—139° siedende Kohlenwasserstoff 
(d — 0.8030, nn — 1.44406) liefert sowohl ein Nitrosochlorid 
als auch besonders leicht ein schwer lôsliches Nitrosat, Co Hi 
N204 Diose Verbindungen setzen sich glatt mit Basen um. Das 
Nitrolpiperidid, Ce His NON C5 Hio schmilzt bei 136—138°, das 
Nitrolbenzylamin, Co Hi NONHCz7H bei 106% Beim Ko- 
chen mit alkoholischem Alkali bekommt man aus dem Nitrosochlo- 
rid oder Nitrosat das Trimethylcyklohexenonoxim 
Co Hu NOH. Diese Verbindung siedet bei 15mm bei 131—132° 
und schmilzt nach dem Umkrystallisiren aus einer Mischung von 
Aether und Ligroïn bei 128—129°. Bei der Zerlegung mit Säu- 
ren entsteht daraus das Trimethylcyklohexenon, CoHuO, 
von folgenden Eigenschaften : 


Siedepunkt 195—196°, d — 0.9245, nn — 1.4749 bei 2b°. 
Berechnet für 
Keton Co Hu OF Alkohol CoH1a OF? Gefunden 
M = 41922 42.16 42.02. 


In seinem physikalischen Verhalten zeigt das Keton also dieselbe 
Anormalität wie Carvenon, Isothujon, Pulegon, d. b. es scheint in 
freiem Zustand nicht in der Keto- sondern in der Enol-Form vor- 
zuliegen. 

Das Semicarbazon des Ketons ist in kaltem Aether merk- 
lich lôslich und schmilzt bei 158—159°. 

Bei der Reduction in alkoholischer Lüsung mit Natrium er- 
hält man aus dem Keton CoH:40 neben einem bei 128 —130° 
schmelzenden Pinakon einen Alkohol CoHi8O, das Trime- 
thylcyklohexanol, von folgenden Eigenschaften: 


Dickes Oel von campherartigem Geruch. Siedepunkt 192—193. 


Bei der Oxydation entsteht daraus das Trimethylcy- 
klohexanon, Co Hi O0. 
Siedepunkt 191, d = 0.9, nn — 1.4548. 


Dies Keton giebt ein aus verdünntem Alkohol gut krystalli- 
sirendes, bei 108—109° schmelzendes Oxim. 

Was die Constitution des zuletzt beschriebenen dreifach me- 
thylirten Hexanons anbetrifft, so kommen nur zwei Formeln in 
Betracht, nämlich: 
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I | TE 
CH: CH CH: CH: 
NE id V 
- C C 
Sr) oder . cu? \co 
| 
ci da CH CH: CH.CH: 
V V 
CO CH 


diese Formeln entsprechen den beiden môglichen Cyklogera- 
niolenen 


ra 
[= 


CH: CH und CH: CH 


la Lou La, Üce 
V/ 
CH 


von welchen vermittelst der experimentell durchgeführten Reac- 
tionsfolge der Kohlenwasserstoff I das Keton I und der Kohlen- 
wasserstoff II das Keton II liefern muf. 

Die Versuche zur Entscheidung dieser Constitutionsfrage sind 
noch nicht abgeschlossen. Es mag darauf hingewiesen werden, 
da8 schon zwei Trimethylhexanone mit anderer Vertheilung der 
Gruppen bekannt sind, nämlich erstens : 


CH: 
/\ 
NE CH: 
| 
CHs.CH CH.CH: 
CO 


von Zelinsky und Reformatzky aus Trimethylpimelinsäure 
dargestellt (Ber. 28, 2945), von folgenden Eigenschaften: Siede- 
puakt: 190—1919, d — 0.9129 und zweitens 
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V 
CH 


von Knüvenagel (Ann. 297, 198) durch Hydrirung von Iso- 
phoron erhalten, mit folgenden Eigenschaften: 


Siedepunkt 188°,5 — 189,5, d — 0.8923, np — 1.4455. 
Oxim, Schmelzpunkt 58, Semicarbazon, Schmelz- 
punkt 204°, 


IV. Ueber die Bildung von e-Betaïnen. 


Nachdem von mir bewiesen worden war, da die s.g. Isoxime 
cyklischer Ketone nichts anderes vorstellen als die inneren An- 
bydride von Amidosäuren und es damit als sichergestellt gelten 
muB, daB bei Fernstellung des Stickstoffatoms vom Carboxyl be- 
sonders leicht RingschluB sich vollziehen kann, lag der Gedanke 
nahe, aus den Amidosäuren, welche NH: etwa in Ô- oder e-Stel- 
lung zum Carboxyl enthalten, auch Betaïne herzustellen. Das hat 
sich auch leicht verwirklichen lassen. Schon vor längerer Zeit 
hat Herr E. Küsch auf meine Veranlassung die Amidodecylsäure 
aus Menthonisoxim (Annal. d. Ch. 312. 197) esterificirt und den 
gewonnenen Amidoester dann alkylirt. 

Es wurde bei Anwendung von Jodmethyl auf diese Weise 


ein quaternäres Jodid Cs His D sel gewonnen, das bei 117° 


schmolz, durch das Chlorid hindurch in ein gut characterisirtes 
Platin und Goldsalz und bei der Umsetznng mit feuchtem Silber- 
oxyd in ein Betaïn übergeführt werden konnte, dessen schôn kry- 
stallisirendes Chlorhydrat bei 191—192° schmilzt. 


Diesem Betaïn darf man die Formel 
(CH3)2 CH CH.CB: CH: CH(CH:)CH2 
N(CH3)3s —-— O0C 


zuschreiben. 
Eine isomere Verbindung, nämlich das Betaïn 
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N(CH3)3 ——— OOC 


hat Herr L. Fresenius aus der Amidodecylsäure erhalten, 
welche durch Aufspaltung des Tetrahydrocarvonisoxims entsteht. 
Diese Verbindung lieB sich aber weniger leicht in gut characteri- 
sirte Derivate überführen, wie die isomere aus Menthon. 


V. Ueber Phellandren. 


Bei meiner letzten Untersuchung über das Phellandrennitrit 
gelangte ich zu der Auffassung, daB die Addition des N203 bei 
Bildung des Kôrpers an einer CH:CH Gruppe erfolge und da 
dem Nitrit die Configuration — CH(NO) — CHO(NO) — zu- 
zuschreiben sei. Zu dieser Annahme stand nun eine Angabe von 
Pesci im Widerspruch, nach der bei der Reduction von Phellan- 
drennitrit mit Eisessig und Zink ein Diamin Cio Hie (NH2} ent- 
stehen sollte, das er Phellandrendiamin genannt hat und 
von dem er angiebt, da es mit Wasserdampf flüchtig sei und 
einen Siedepunkt von 209—214° zeige. 

Bei der Nachprüfung der Pescischen Versuche war es nun 
nie gelungen eine Verbindung von den eben erwähnten Eigen- 
schaften zu erhalten, dagegen war das Auftreten von Tetrahydro- 
carvylamin und ferner die Bildung einer sehr viel hôüher sie- 
denden flüchtigen!") und einer nicht flüchtigen Base beobachtet 
worden, die ich als Oxybase glaubte ansprechen zu müssen. 

Herr Pesci war nun so freundlich mir nach Erscheinen mei- 
ner letzten Arbeit Präparate seines Phellandrendiamin zu über- 
senden und zwar das Carbonat und das von ihm beschriebene 
in kaltem Wasser kaum lôsliche Platinsalz. Ich konnte mich 
somit leicht von der Richtigkeit der Angaben Pescis bezüglich 
der Zusammensetzung dieser Verbindung überzeugen. 

Um so auffallender ist es, daB bei Wiederholung der Pesci’- 
schen Versuche, die ich gemeinsam mit Dr. Bôcker ausgeführt 
habe, nun zwar neben andern Verbindungen auch ein wohl cha- 
racterisirtes mit Wasser flüchtiges Diamin isolirt werden konnte, 
aber von ganz anderen Eigenschaften als sie der Pesci’schen Base 
zukommen. 

Die ersten Versuche wurden mit einem Phellandrennitrit an- 


1) H. Laufter, Inauguraldissertation, Güttingen. 


| 
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gestellt, das aus Phellandren des Eucalyptusüls dargestellt wor- 
den war. 

Bei sebr vorsichtiger Reduction dieses Präparats mit Zink 
und Eisessig gelang es eine Base von folgenden Eigenschaften 
zu isoliren: Mit Wasserdampf schwer flüchtig, in Wasser sehr 
lôslich. 

Siedepunkt 251—253° bei gewühnlichem Druck und 132—134° 
bei 17—18mm. Die Base ist optisch activ und zwar linksdre- 
hend. Sie ist ferner dadurch ausgezeichnet, daB sie mit 1 Mol. 
Salzsäure ein schôn krystallisirendes, luftbeständiges, in kaltem 
Wasser nicht ganz leicht lüsliches Chlorhydrat giebt. Das Salz 
ist auch in kaltem absolutem Alkohol ziemlich schwer lôüslich und 
wird aus alkoholischer Lôüsung durch Aether krystallinisch ge- 
fällt. Es schmilzt bei 209—2100 Das Carbonat der Base ist 
nicht characteristisch. Wenn man aber ïihre ätherische Lüsung 
mit Schwefelkohlenstoff versetzt, so fällt sofort eine weife Ver- 
bindung aus. 

Ueber die Natur der Base liefen die Analysen und das Ver- 
halten keinen Zweifel. Sie ist ein Diamin. Dem beschriebenen 
Chlorhydrat kommt die Formel  C10 Hi (NH2}2.HC1 oder 
Cio His (NH2).HCI1 zu. 

Versetzt man die sehr concentrirte Lüsung dieses Salzes mit 
Platinchlorid, so fällt ein amorphes, schlecht characterisirtes Pla- 
tinsalz aus. Dagegen giebt Platinchlorid auch mit concentrirten 
Lôüsungen der Base in 2 Mol. Salzsäure keine Fällung. 

Die Zusammensetzung des Diamins stimmt also ganz mit der, 
welche auch Pesci für seine Base angiebt, aber die Eigenschaften 
sind ganz verschieden, wie folgende Zusammenstellung zeigt: 


Siedepunkt Chlorhydrat Platinsalz 
Pesci 209—214° zerflieflich wenig lôüslich in Wasser 
Wallach 251-2539 luftbeständig sehr lüslich in Wasser. 


Bei dieser grofen Verschiedenheit des Befundes muñite der 
Gedanke aufkommen, daB das von Pesci und von uns verwandte 
Phellandren verschieden gewesen sei. Pesci hatte sein Phellan- 
dren aus lhellandrium aquaticum hergestellt, das diesseits ver- 
wendete stammte aus Eucalyptus amygdalina. 

Durch die Gefälligkeit der Firma Schimmel & Co. haben wir 
uns daher mit Phellandren aus Phell. aquat. versorgt und daraus 
das Nitrit bereitct. 

Es kann nun keinem Zweifel unterlicgen, da die Phellandrene 
verschiedener Herkunft nicht ganz identisch sind. 
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Die Phellandrene, welche ich früher in der Hand hatte und 
mit einander vergleichen konnte, verhielten sich chemisch ganz 
gleich und gaben ein Nitrit, dessen Schmelzpunkt ich auch bei 
sorgfältigster Reinigung nie über 105° bringen konnte. Aus einem 
jetzt bezogenen Phellandren aus Eucalyptusôl lieB sich leicht ein 
Nitrit vom Schmelzpunkt 112—113° isoliren. Schreiner will 
mebrere Nitrite des Phellandren, von denen das eine bei 105—106° 
das andere bei 120—121° schmilzt, ferner ein bei 97° schmelzen- 
des beobachtet haben. 

Mir ist ein bei 120° schmelzendes Nitrit noch nicht begegnet, 
dagegen zeigte das aus dem frisch bezogenen Wasserfenchelôl 
dargestellte Nitrit wieder ganz andere Eigenschaften, als ich sie 
bis dahin beobachten konnte. Die Verbindung war nur undeut- 
lich krystallisirt, in Essigäther viel leichter lôslich als das Nitrit 
aus Eucalyptusôl und zeigte einen Schmelzpunkt 89. Dies Phel- 
landrennitrit aus Wasserfenchelôl wurde nun gemäf den Angaben 
von Pesci reducirt. Es entstand auch in diesem Fall ein Diamin, 
dessen Siedepunkt mit dem bereits angegebenen zwar überein- 
stimmte, im übrigen in seinen Eigenschaften aber von dem Diamin 
aus Eucalyptusül ganz abwich, dagegen abgesehen von 
dem viel hôüheren Siedepunkt die wichtigsten von 
Pesci für seine Base angegebenen Eigenschaften 
zeigte. Das Chlorhydrat besaf keine Neigung zu krystallisiren. 
Das krystallinische Platinsalz war schwer lôslich und zeigte 
die normale Zusammensetzung [C10 Hie (NH2}2.2HCI].PtCL. Die Pesci- 
sche Base ist auch linksdrehend. 

Nachdem: somit festgestellt war, daB man die Phellandrene 
verschiedenen Ursprungs nicht als identisch betrachten darf, ist 
zunächst die Untersuchung der Verbindungen aus Eucalyptus- 
Phellandren fortgeführt worden. 

Das Phellandrendiamin Cio Hi (NH2)2 vom Siedepunkt 251—3° 
characterisirt sich seinem Verhalten nach als ein hydrirtes 
Diamin des Cymols. Wird nämlich das erst beschriebene 
Mono-Chlorhydrat der Base trocken erhitzt, so entsteht unter 
Salmiak- und Ammoniak - Abspaltung Cymol, welches durch sei- 
nen Siedepunkt und Ueberführung in die bei 156° schmelzende 
Oxypropylbenzoësäure mit Sicherheit identificirt wurde. 

Die nahe Beziehung des Phellandrens zum Cymol ist damit 
von neuem erwiesen und beiläufig bemerkt letzthin auch durch 
Versuche, welche Herr Tenhaeff im hiesigen Laboratorium aus- 
zuführen im Begriff ist, weiterhin bestätigt. Es entsteht nämlich 
auch in reichlicher Menge Cymol (neben anderen Producten), wenn 
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reines Phellandrennitrit einige Zeit mit Mineralsäuren in der Kälte 
in Berübrung bleibt. 

Bei der Reduction des Phellandrennitrits nach Pesci ent- 
stehen, wie ich früher schon beobachtet hatte, bedeutende Mengen 
einer nicht flüchtigen Verbindung, die ich als Oxybase ansprach. 
Es hat sich gezeigt, da8 diese bei der Destillation unter Auftreten 
von Wasser, Ammoniak und einer flüchtigen Base zerfällt. 

Dies Product muB noch näher untersucht werden. 

Die neuerdings gemachten Beobachtungen führen aber schon 
jetzt dazu, die von mir discutirte Formel für das Phellandren- 


.CHNO 
nitrit | + etwas abzuändern. 


Man wird jetzt eher die Vertheilung der Stickstoffatome in 
folgender Weise annehmen müssen: 


.CHNO 


| 
.CHNO 


Beitrag zur physiologischen Wirkung der 
organischen Ammonium-Jodide und Polyjodide. 
Von 
C. Jacobj. 


Vorgelegt durch Herrn O0. Wallach in der Sitzung vom 8. Februar 1902. 


Die in der Chirurgie mit dem Jodoform und den ihm nahe- 
stehenden organischen Jodverbindungen bei der Wundbehandlung 
und sonstigen localisirten Krankheitsprocessen erzielten günstigen 
Resultate, führt man vor Allem auf die Wirkung des sich aus 
den unlüslichen Verbindungen unter dem Einflu8 der Gewebe 
abspaltenden Jods zurück. Von der Ueberlegung ausgehend, da 
unter dicsen Umständen eine Verbindung um so geeigneter sein 
werde, die Jodoformwirkung hervorzurufen, je reicher sie an leicht 
abspaltharem Jod ist, hat Herr Geheimrath Wallach im chem. 
Institut dahicr das 83°, zum Theil locker gebundenes Jod ent- 
haltende, geruchlose Tetramethylammoniumtrijodid (CHs34 NJ3, 
welches von Weltzien zwar 1856 bereits dargestellt aber bisher 
nicht auf scin physiologisches Verhalten untersucht war, zwecks 
Prüfung auf scineWirksamkeit in entsprechenden Mengen hergestellt. 


Herr Geheimrath Rosenbach übernahm es gerne, orientirende 
Versuche mit kleinen Mengen desselben in geeigneten chirurgischen 
Fällen anzustcllen und es ergaben diese, daB das Präparat den 
gehegten Érwartungen in der That zu entsprechen schien. Herr 
Rosenbach thoilt über seine bisherigen Erfahrungen mit demselben 
Folgendes mit: 

,Als ich die therapeutischen Versuche mit dem Tetramethyl- 
ammoniumtrijodid aufnahm, sagte ich mir von vornherein, daf 
dieser Kürper wie auch die andern schwerlôslichen Jodabspaltenden 
Kürper, z. B. das Jodoform, vorwiegend zu einer ôürtlichen Ober- 
flächen-Einwirkung wirksam sein werde. Ich babe ihn daher bis 
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jetzt da angewandt wo der Sitz einer Infektion wesentlich nur 
die Oberfläche betraf. Der erste Theil der Versuche umfafit ältere 
Wunden oder granulirende Stellen, welche nicht ordentlich granu- 
lirten und vernarbten, sondern mit einem schmierigen, weiflichen 
Belag bedeckt und von einem entzündlichen Hof umgeben waren. 

Auf solche hatte der Kürper meistens eine prompte Einwirkung 
insofern als nach 1 oder 2 Tagen frische Granulationen auftraten 
und die Entzündung verschwand. Sodann habe ich 2 mal Versuche 
bei Infektion mit Leichengift gemacht. In leichteren und anfäng- 
lichen Fällen der Art kommt es nicht selten nur zu ôürtlichen 
Geschwüren mit speckigem Belag, oft mit LymphgefäBentzündung 
und Schmerzhaftigkeit der regionären Drüsen, aber ohne fort- 
schreitende Phlegmone. In beiden Fällen genügte eine 2 malige 
Anwendung des Kôürpers in 24stündigen Zwischenräumen um die 
Infektion zu tilgen. 

Ich habe ferner den Kôürper angewandt bei aktinomykotischen 
Fisteln, welche hartnäckig nach einer Bauchoperation zurückblieben. 
Hier führte das Präparat nach mebrfacher Applikation zur Heilung. 
Hier zeigten sich 2 mal nach Einbringung in die Fisteln in etwas 
erheblicherer Menge ürtliche Schmerzen. 

Ueberraschende Resultate erzielte ich mit dem Präparat bei 
Alveolarpyorrhoe. In chronischen Fällen mit sebhr geringer Ab- 
sonderung aber Schmerzen und Lockerung der Zähne, wurde das 
Präparat zwischen Zahn und Zahnfleisch, soweit dieses abgelüst war, 
gebracht. Die Schmerzen hôrten oft schon nach der ersten 
Applikation auf und die Zähne wurden fester. Meist mufte ich 
die Applikation mit anfangs kürzeren Intervallen von einigen 
Tagen, später in längeren, wiederholen. In Fällen in denen sich 
incrustirende Beläge auf die Oberfläche der Zahnsubstanz nieder- 
schlagen, ist die genaue Entfernung dieser Bedingung für den 
Erfolg des Mittels.* 

Güttingen, 4. IT. 02. J. Rosenbach. 

Ehe man jedoch zur Anwendung grüBerer Mengen überging, 
erschien eine genauere Prüfung der Substanz auf etwaige ihr zu- 
kommenden allgemeinen Giftwirkungen angezeigt, zunächst schon 
wegen des hohen Gehaltes an offenbar leicht abspaltbarem Jod, 
das als solches wie bekannt nachtheïlige Allgemeinwirkungen zu 
entfalten vermag. 

Wie die von J. im pharmakolog. Institut dahin angestellten 
Untersuchungen, welche im Folgenden kurz wiedergegeben werden 
sollen, zeigen, kommen der Verbindung aber auBerdem als Methyl- 
ammoniumbase noch eine Reihe sehr wichtiger Wirkungen zu, 
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welche eine Verwendung desselben in grôBeren Dosen in der That 
gefährlich erscheinen lassen. 

Entsprechend dem Aufbau der Verbindung als quaternärer 
Methylammoniumverbindung mufte zunächst von pharmakolog. 
Standpunkte jene, den meisten dieser Verbindungen eigene Wirkung 
erwartet werden, welche in einer Aufhebung des Leitungsver- 
môügens des den Innervationsreiz- vom Nerven auf den Muskel 
übertragenden Apparates besteht und damit die bekannte, dem 
Carare eigenartige Lähmung aller quergestreiften Muskeln bewirkt. 
Es zeigte sich, daB diese Wirkung am Frosch schon bei Einbringung 
von b mg des im Wasser unlôslichen Präparates in den Lymph- 
sack in wenigen Minuten und nach Gaben von 0,1 gr.—0,16 gr. 
pro Kilo bei subcut. Inject. des in Glycerin suspendirten Pulvers 
bei Kaninchen und Katzen sich ausbildet und an den genannten 
Warmblütern durch Aufhebung der Bewegung der Athemmusku- 
latur unter Erstickung und damit eintretendem Blatdruckabfall 
den Tod bedingt, der indessen durch künstliche Athmung vermieden 
werden kann, unter deren Einflu8 sich auch sofort ein normaler 
Blutdruck wieder herstellte. 

. AuBerdem aber ergaben entsprechend angestellte Thierver- 
suche, daB das Tetramethylammontrijodid auch die Wirkungen 
einer anderen Gruppe von Ammoniumverbindungen hervorruft, 
welche sich als Erregungen verschiedener Nervenendapparate 
darstellten. Als der pharmakolog. Repräsentant dieser Gruppe 
ist das von Schmiedeberg aus dem Fliegenschwamm isolirte Mus- 
carin anzusehen, das als ein Trimethyldioxaethylammoniumbydroxyd 
(C Hs) . [(C2 Hs) . (O H}s] . N.OH aufgefaft wird und somit ebenfalls 
eine quarternäre Ammoniumbase darstellt. 

Ebenso wie das Muscarin erregte das Tetramethylammonium- 
trijodid die peripheren Endapparate des Vagus, jenes die Herz- 
thätigkeit durch seinen Hemmungstonus regulierenden Nerven 
und bewirkte hierdurch am Frosch bereits in Gaben von b mg 
Herzstillstand in Diastole, welcher durch Atropin in Folge Lähmung 
der erregten Vagusenden, wie bei Muscarin sofort aufgehoben 
wurde. Desgleichen kam es bei Kaninchen und Katzen in Gaben 
von (0,05—0,1 gr. pro Kilo Kôrpergewicht zu sehr erheblicher 
Pulsverlangsamung mit der hierdurch bedingten Herabsetzung 
des Blutdruckes und ihren Folgen, und auch hier verschwand die 
Erscheinung sofort nach Injection von Atropin. An diesen Thieren 
konnte auBerdem und zwar am charakteristischsten an Katzen, 
genau wie nach Muscarin der auf Erregung der Nervenendapparate 
der Drüsen beruhende heftige Speichelfluf, sowie die durch 
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Erregung des in der Wand des Verdauungstractus gelegenen nervôsen 
Apparats bedingten energischen Contractionen des Magens und 
Darms, welche zu Erbrechen und Durchfällen führt, constatirt 
werden. Sogar lieB sich eine Verengerung der Pupille, wenn 
auch weniger prägnant wie beim Muscarin, nachweisen. Auch 
diese Erregungserscheinungen schwanden nach Atropin entsprechend 
der lähmenden Wirkung, welche dasselbe auf die erregten Nerven- 
endapparate äuBerte. 

Man hat es somit in dem Tetramethylammoniumtrijodid mit 
einer Verbindung zu thun, welche die Curarewirkung mit der 
Muoscarinwirkung und zwar, wie aus den Froschversuchen hervor- 
geht, in einer Gleichmäfigkeit vereinigt, wie sie bisher bei keiner 
anderen derartigen Verbindung constatirt sein dürfte. Wohl 
kommt eine solche Combination auch bei andern Ammoniumver- 
bindungen vor, so findet sie sich, wie sich dies durch Versuche 
mit einem von Herrn Geheimrath Wallach gütigst zur Ver- 
fügung gestellten, schôn chrystallisirten Präparat zeigen lieB, 
ebenfalls bei dem Tetramethylammoniumjodid. Indessen hier über- 
wiegt die Curarewirkung so stark, daB bei der im Jahre 1873 
von Rabuteau ausgeführten Untersuchung dieser Substanz nur 
diese bemerkt, die Muscarinwirkung aber übersehen wurde. Es 
tritt die letztere auch erst nach grôBeren Gaben hervor, denn es 
bewirken z. B. 20 mg des leicht lôslichen Salzes erst nach !/: Stunde 
eine Pulsverlangsamung von normal 28 auf 10 Pulse pro Min. 
beim Frosch, die aber auch hier in typischer Weise durch Atropin 
sogleich beseitigt wird. Ebenso überwog bei dem von Schmiede- 
berg, Harnacku.Jordan untersuchten Valearin und Amylarin 
(Valeryl u. Isoamyltrimethylammoniumchlorid) die Curarewirkung, 
während umgekehrt bei dem natürlichen und künstlichen Muscarin 
die Curarewirkung sich zwar noch nachweïsen läft, aber hier 
vôllig in den Hintergrund des Vergiftungsbildes tritt, was ebenfalls 
wenigstens für das natürliche Muscarin durch erneute Controll- 
versuche durchaus bestätigt gefunden wurde. 

Die beschriebenen allgemeinen Giftwirkungen des Tetramethyl- 
ammoniumtrijodids lassen somit selbst bei lokaler Applikation 
auf Wundflächen eine Anwendung etwas grôBerer Mengen als 
bedenklich erscheinen, zumal, da sich ergab, da bei Application 
des trockenen Pulvers unter die Haut oder Injection einer Auf- 
schwemmung desselben in Glycerin in das subcutane Bindegewebe, 
Kaninchen nur 0,016 gr. pro Kilo ohne Vergiftungserscheinungen 
ertragen, solche aber schon bei 0,05 pro Kilo, wenn auch noch 
nicht in einer das Leben bedrohenden Weise hervortreten und 
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bereits 0,1—0,15gr. pro Kilo genügen, um den Tod bei diesen 
Thieren, wie bei Katzen in wenigen Stunden herbeizuführen. 

Legt man diese Werthe zu Grunde und nimmt die Empfndlich- 
keit dieser Thiere gegen das Gift der beim Menschen als annähernd 
gleich an, so würde für einen 70 Kilo schweren Menschen bei 
ähnlicher Application nur eine Menge von 1—2gr der Substanz 
als ungefäbrliche, 3—5 gr. bereits als giftig und 7—8 als tôdtlich- 
wirkende Dosis anzusetzen sein. Diese relativ beträchtliche 
Giftigkeit des an sich in seinen Localwirkungen praktisch brauch- 
bar erscheinenden Präparats forderten nun zu der Frage auf, ob 
nicht andere Alkylgruppen an Stelle des Methyls enthaltende 
Ammoniumtrijodidverbindungen sich als weniger giftig und dabei 
local auf Grund einetretender Jodabspaltung therapeutisch doch 
ebenso wie die Methylverbindung brauchbar erweisen würden. 

In diesem Sinne schienen die Aethylverbindungen vor Allem 
beachtenswerth, da Jordan seiner Zeit bei dem Tetraaethyl- 
ammonjodid nur eine Curarewirkung hatte beobachten kônnen 
und eine Nachprüfung seiner Versuche mit einem von Herrn 
Geheimrath Wallach gütigst zur Verfügung gestellten Präparat, 
nicht nur das Feblen der Muscarinwirkung durchaus bestätigte, 
sondern auch ergab, daB dasselbe gleichfalls die Curarewirkung 
an Frôüschen bei Gaben von 25—50 mg erst nach 1—2 Stunden 
vôllig zu entfalten vermag, somit auch nach dieser Richtung 
erheblich weniger wirksam ist, als die analoge Methylverbindung. 
Auffallend war dabei, daB dasselbe am Frosch vor der Curare- 
lähmung eine Erregung der musculomotirischen Nervenendapparate 
von ganz besonderer Heftigkeit und zwar wenige Minuten nach 
der Application des Giftes beginnend und bis zum Eintritt der 
Lähmung anhaltend bewirkte, welche zu ununterbrochenen 
heftigen Zuckungen am ganzen Kôrper führte. DaB es sich 
thatsächlich lediglich um eine Erregung der Nervenenden ohne 
Betheiligung des (Centralnervensystems oder der Muskelsub- 
stanz handelte, ging daraus hervor, da8 die Zuckungen nach 
Durchschneidung der Nerven in dem von denselben innervirten 
Muskeln fortdauerten, nach Unterbindung der Beingefäfe und 
curarisiren des Thieres am ganzen Kôrper sofort verschwanden, 
auBer in dem von der Circulation ausgeschaltenen Beine, das die 
Zuckungen noch nach 24 Stunden zeigte. Auf Grund dieses Er- 
gebnisses wurde nun auf Vorschlag von Herrn Geheimrath Wallach 
auch das Tetraaethylammontrijodid geprüft, das ebenso wie 
die Methylverbindung in Wasser ganz unlôslich ist. In der That 
zeigte sich, daB bei dieser Verbindung sowohl die Muscarin wie 
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die Curarewirkung fehlten, denn selbst Gaben von 70mg rufen 
am Frosch keinerlei, auch nicht einmal auf diese hinweisende Er- 
scheinungen hervor, vielmehr sah man hier nur eine von den Aethyl- 
gruppen offenbar abhängige, narkotische Wirkung auf das Central- 
nervensystem, analog der des Aethylalkohols auftreten. An 
Katzen aber stellte sich selbst nach Gaben von 0,25 gr. pro Kilo 
nicht das geringste Unwohlsein ein, dagegen konnte hier im Harn 
der nächsten Tage Jod reichlich nachgewiesen werden, so daf 
eine umfänglichere Abspaltung desselben aus der Verbindung aufer 
Frage steht. 

Da somit das Tetraaethylammontrijodid auch bei Anwendung 
grôBerer Mengen, auf Grund des Ergebnisses an Katzen, zu etwa 
15—17 gr. am Menschen, jene obenerwähnten gefährlichen Wirkungen 
der Methylverbindung nicht hervorrufen dürfte, in seiner, auf der 
Abspaltung des Jodes beruhenden, localen Wirkung aber jenem 
gleich zustehen, wenn nicht dasselbe noch zu übertreffen scheint, 
so dürfte dasselbe, so weit sich dies zur Zeit übersehen läfit, für 
die praktische Verwendung in der Chirurgie den gestellten An- 
forderungen wohl entsprechen. Herr Geheimrath Rosenbach 
hat defhalb seine Versuche auch auf dieses Präparat ausgedehnt 
und werden die Ergebnisse derselben, sobald diese zu einem ent- 
sprechenden Abschluf gediehen sind, zur Verôffentlichung gelangen. 


Widerstand 
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Zur Theorie der reellen Curvenintegrale. 
Von 


Lothar Heffter (Bonn). 


Vorgelegt von Herrn Hilbert in der Sitzung vom 8. Februar 1902. 


Wenn das Curvenintegral, wie es meist geschieht ), mit Hülfe 
einer durch den Integrationsweg gelieferten Transformation auf 
ein gewühnliches Integral zurückgeführt und hierdurch definiert 
werden soll, so muB man (s. I. $ 3) entweder die Differenzierbar- 
keit der den Weg definierenden Functionen x = p{t), y — #(t) 
oder aber ihre wenigstens abteilungsweise vorhandene Monotonie 
voraussetzen. Deshalb war es für Herrn Jordan”), um das 
Integral für eine beliebige rektifizierbare Linie zu definieren, 
notwendig, es direkt als Grenzwert einer Summe zu erklären. 

Auch hier soll ein beliebiger rektifizierbarer Inte- 
grationsweg zu Grund gelegt werden. Nur in dem Fall, daf er 
dem Bereich, in dem die Integrandenfunction gewisse Bedingungen 
erfüllt, als Begrenzung angehôürt, setzen wir voraus, da8 (ft) und 
y(t), also die Integrationscurve selbst abteilungsweise mo. 
noton, d. h. eine solche speziellere rektifizierbare Curve sei, wie 
sie Herr Pringsheim (a. a. O.) überhaupt zu Grunde legt. 

Müssen wir demnach wie Herr Jordan auf die Summener- 
klärung unmittelbar zurückgreifen, so unterscheidet sich dagegen 
ihre Begründung bei uns von der Jordan’ schen dadurch, dai wir 
ohne Einführung der Länge der Integrationscurve direkt mit 
der ,beschränkten Schwankung“ der Functionen y(f) und 
y(t) arbeiten, der Eigenschaft also, aus der andererseits die Rek- 


1) Vgl. z. B. Picard, Traité d’Anal. I (1891) S. 70f. — Pringsheim, 
Münch. Sitzungsber. 26. (1895) S. 39ff., S. 295f., auf welche Abhandlung wir 
auch wegen Literatur und Geschichte der Theorie verweisen. 

2) Cours d’Anal. 2me Éd. I. (1893) S. 181 ff. 
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tifizierbarkeit des Weges folgt'). Unsere Definition selbst unter- 
scheidet sich aber noch in einem wesentlicheren Punkte von der 
citierten. Die Erwägung, daB bei allen wichtigeren Anwendungen 
der Curvenintegrale die für die Integrabilität der Function unter 
dem Zeichen erforderlichen Eigenschaften nicht nur auf der Inte- 
grationscurve selbst, sondern in einem Bereich bestehen, dem jene 
Kurve mindestens als Begrenzung angehôrt, veranlaBte zu der 
Erweiterung, daB die bei der Summenbildung benutzten Functions- 
werte in solchem Falle nur einer gewissen Nähe der Inte- 
grationscurve zu entstammen brauchen ?). 

Diese scheinbar unbedeutende Erweïterung der Definition wird 
nun in $ 2 und 3 die gemeinsame und, wie ich glaube, sehr natür- 
liche Quelle von Sätzen, die sonst erst als Folgerung des Cau- 
ch y’ schen Satzes auftreten, oder speziellere Voraussetzungen er- 
heischen, oder mindestens sehr viel mehr Mühe verursachen. Sie 
liefert auch beim Cauchy’ schen Satz, dem der II. Abschnitt ge- 
widmet ist*), die Zurückführung des Beweïises auf den für ein 
Rechteck als unmittelbaren Ausfluf aus der Definition des Curven- 
integrals. 

Nunmebr schien es mir interessant, gewissermafen die Genesis 
der notwendigen Bedingung, f, = 9,, für die Gültigkeit des Cau- 
chy’schen Satzes sh (fdx + gdy) — 0 zu verfolgen, wenn die Vor- 
aussetzungen über die Natur der Functionen f und g erst succes- 
sive eingeführt werden ($ 2). Diesen verschiedenen Abstufungen 
der Voraussetzungen entsprechen die Beweise des Cauch yÿ’schen 
Satzes: bei vorausgesetzter Integrabilität von f und g längs 
jeder Curve in einem Bereich G ($ 3), bei vorausgesetzter Stetig- 
keit von f, 9, fy 9 ($ 4), bei vorausgesetzter Stetigkeit von 
f und g und Existenz der vollständigen ersten Differentialien 
von f und g, also die Uebertragung des Cauchy-Goursat- 
schen Satzes ‘) auf reelle Integrale ($ 5). 


1) Jordan, à. à. O. S. 105. — Study, Math. Ann. 47 (1896) S. 313. 

2) Durch diesen Umstand besteht eine gewisse Verwandtschaft zwischen 
meiner Definition und der Dissertation des Herrn Noble, Eine neue Methode 
der Variationsrechnung, Gôttingen 1901, s. besonders $ 7. 

8) Vgl. hierzu noch A. Hurwitz, Ueber die Entwicklung der allgem. 
Theorie der analyt. Functionen in neuerer Zeit. Verhandl. d. Math.-Congr., Zü- 
rich 1897. — Encyclop. d. math. Wissensch. II. B. 1 (Osgood) S. 14, 15. 
— Pringsheim, Münch. Sitzungsber. 29. (1899) S. 58 ff. — Osgood, Bull. of 
the Amer. Math. Soc. 2. Ser. 5. (1899) S. 84 ff. 

4) Transactions of the Amer. Math. Soc. 1. (1900) S. 14—16. Vgl. hierzu 
auch Pringsheim, Bibl. Math. 8. Folge, 1. (1900) S. 477—479 und Transac- 
tions of the Amer Math. Soc. 2. (1901) S. 413—421, 
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Die Beweise in $ 3 und 4 beruhen eigentlich auf demselben 
Grundgedanken wie der Cauchy-Riemann’sche Doppelintegral- 
Beweis, ohne jedoch den Begriff des Doppelintegrals selbst ein- 
führen oder benutzen zu müssen. Dies ist in der That einfach 
deshalb môglich, weil jenes dort benutzte Doppelintegral nebst 
allen seinen Elementen den Wert Null hat. Der Beweis in $ 5 
bedient sich zum Teil desselben Gedankens wie der von Herrn 
Moore‘), gestaltet sich aber dadurch noch einfacher, daB hier 
ein anderer Mittelwertsatz benutzt wird und der Beweis nicht 
wie der Moore’ sche auf die Goursat’sche Betrachtung ausläuft. 

In $ 6 endlich werden noch einige Folgerungen aus dem Vor- 
angehenden gezogen. 


1. Definition und allgemeine Eigenschaften der Curvenintegrale. 


$ 1. 
Definition des Curvenintegrals. 
Die reellen Functionen der reellen Variablen £ 


() x = pt) y = v() 

seien in dem Intervall (f, T) eindeutig, mit EinschluB der 
Grenzen stetig und von beschränkter Schwankung?); 
d.h. wenn der arithmetischen Folge der Werte {—#,t,t,,..., 
4, (& T) nach (1) die Werte z = x, (= a), x,, x,, ... x, (= b) 
und y — y, (= &), Y,, Ya + + «> Yn (= B) entsprechen, sei 


1A=N A—=N 
(2) lim > [Ty — Ty | = M, lim > De Je — N, 
n=Drx—1 Nn—=DA—I 
wo M und N bestimmte endliche positive Zahlen sind und mit 
wachsendem n die Differenzen {,—t,, sämtlich nach Null conver- 
gieren. Man sagt dann, die Gleichungen (1) stellen eine stetige 
rektifizierbare Curve C in der xy-Ebene dar mit dem An- 
fangspunkt A(a, «), dem Endpunkt B(b,B)*). Wenn im Folgenden 
von einer beliebigen Curve die Rede ist, soll darunter immer 
eine solche stetige rektifizicrbare Curve verstanden werden. Nur 
in besonderen Fällen werden wir spezieller voraussetzen. daf (t) 
und w({) abteilungsweise monoton sind, d. b. daB das 
1) Transactions of the Amer. Math. Soc. 1 (1900) S. 499—506. 
2) Vgl. Jordan, a.a.0. S. b5. — Study, a. a. 0. S. 298 f. 
8) , : MS 0e, NS in 
8 * 
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Intervall (£, T) sich in eine endliche Anzahl solcher Intervalle zer- 
legen läBt, in deren jedem œ sowohl wie # entweder nur wächst 
oder nur abnimmt oder nur constant bleibt. Wir nennen dann auch 
die Curve C selbst abteilungsweise monoton. 

Sei ferner f(xy) eine längs der Curve C von À bis B 
eindeutige und mit EinschluB der Grenzen stetige 
reelle Function der beiden reellen Variabeln x,7; 
d. h. (wenn x,y,) irgend ein Punkt auf C ist, so soll f(xy) die Be- 
dingung erfüllen 


(3) lfay)—f(x.y)| <y für [x—-zxl<e, [y—-y|<e, 


wo y eine beliebig kleine, « eine hinlänglich kleine positive Zahl 
bedeutet. 

Ist die Bedingung (3) ohne weitere Beschränkung für (xy) er- 
füllt, so sagen wir auch, f(xy) sei längs C beiderseitig ste- 
tig oder, — denn das folgt daraus, — C verlaufe im In- 
nern eines Gebietes der Stetigkeit von f(xy). 

Gilt (3) nur mit dem beschränkenden Zusatz a), daf (xy) auBer 
auf der Curve selbst nur auf einer bestimmten Seite von ihr 
liegen darf'), so sagen wir f(xy) sei längs C'einseitig ste- 
tig oder C gehüre einem Gebiete der Stetigkeit von 
f(xy) als Begrenzung an. 

Gilt (8) endlich nur mit dem Zusatz b), daB (xy) nur auf der 
Curve C selbst liegen darf, also mit dem Zusatz 


(8b) æ= pl), y = Y(), 


so sagen wir, f(xy) sei stetig nur längs C selbst oder C 
sei eine isolierte Curve der Stetigkeit von f(xy). 

Aus der vorausgesetzten Stetigkeit von f(xy) längs C mit 
Einschlu8 der Endpunkte folgt die gleichmäfige Stetigkeit längs 


1) Falls nämlich die Curve C die Eigenschaft hat, die ihr hinlänglich nahe 
licgenden Punkte in solche, die auf der einen und solche, die auf der andern 
Seite liegen, zu trennen! Nach Herrn Jordan muB das schon für jede ste- 
tige Curve gelten, da jede geschlossene stetige Curve nach ihm die Ebene in 
zwei getrennte Continua teilt (a.a.O. S.91ff). Für stetige Curven mit bestimmter 
und wenigstens abteilungswcise sich stetig und monoton ändernder Tangente hat 
Herr Schoenflics denselben Satz bewiesen (Gütt. Nachr. 1896 S. 1f). Auch 
eine stetige und abteilungsweise monotone Curve teilt die ihr hinlänglich 
nahen l’unkte in zwei gctrennte Gruppen, nämlich in die Punkte + — p (t), 
y pt) und & = pt), y > Y(t), bezw, — wenn in dem betrachteten Curven- 
stück œ(t) constant sein sollte, — in die Punkte y — v(t), æ<œ(t) und 
y = Y(t), x = q(t). 
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C, d. h. man kann nach (3) jeden Punkt auf C zum Mittelpunkt 
eines parallel den Axen liegenden Quadrates mit derselben 
Seitenlänge 2e machen, sodaB die Function f(xy) innerhalb dieses 
Quadrates um weniger als die ein für alle Mal festgesetzte, belie- 
big kleine Zahl 2y schwankt, — im Falle (3a) innerhalb eines der 
Teïle, in die das Quadrat durch C zerfällt, — im Falle (3b) auf der 
Curve C selbst, soweit sie innerhalb des Quadrates verläuft. 

Aus der Stetigkeit von (f) und w(t) in (f, T) mit EinschluB 
der Grenzen folgt auch für jede dieser Functionen die gleich- 
mäfige Stetigkeit in (7). Man kann also die Bedingungen 


| IpÉ)—-p{)l<e für [i—£]<o, 
IpO—-p(HI<E , [té] <d, 


wo auch £, in (é, T) liegt, durch dieselbe Zahl Ô erfüllen. 
Wählt man daher die Teilpankte #,4,4,...4,.,t, = T 80, 


daB alle Differenzen |f,—#,_,| < 20, so verläuft nach (4) die Curve 
C von (x,,Y,.) bis (x,Y,) ganz innerhalb des den Axen parallelen 


Quadrates mit der Seite 2e und dem Mittelpunkt x — y (re) 


(4) 


ÿ = (=) und nach (3) schwankt innerhalb dieses Qua- 


drates die Function f(xy) um weniger als 2y. 
Sei nunmehr 


PEN MEET 


Lys € Ex 
also (Ë,n,) ein beliebiger Punkt im Innern oder auf 
dem Rand des Rechtecks mit den Ecken (x,,/,), (t,Y%), 
das den Axen parallel ist, das wir auch kurz durch [(r,_,y,_.), 
(x, Yx)] bezeichnen wollen, und das ganz innerhalb jenes Quadratcs 
liegt. Bei nur einseitiger Stetigkeit von f längs C' mul (6, n,) 
auch noch der Bedingung (3a), bei Stetigkeit von f nur längs C 
selbst, der Bedingung (3b) genügen. Dann bilden wir die Summe 


& S = > FE x) (x, KT Ty) 


Um zu zeigen, daf diese gegen einen bestimmten endlichen 
Grenzwert convergiert, wenn # ins Unendliche wächst, die Inter- 
valle (t,,t,) aber sämtlich nach Null convergieren, teilen wir 
jedes Intervall, z. B. (t,,t,), durch neue Teilpunkte f,4,.../,., und 
bilden mit der Gesamtheit der jetzt vorhandenen Teilpunkte wie 
vorher die Summe 
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(b”) => À à (Eur ur) (Œunt — Tant) 


wobei 2, = pt), Ty = Lys Lym = L,, ist und alle (£,7,) ent- 
sprechend gewählt sind wie bei S die (£,%,) Da sie hiernach 
sämtlich in dem oben bezeichneten Quadrat liegen, ist 


(6) FE nu) — 27 < Es ny) < TE 04) +27 


oder 
FE ne) = FEx 04) + Das 2p WO —1 < Ip < +1. 
Also ist 
(7) BF Eure) (nur ruts) = Eu) du) +27 À Dax (Gun) 


und 


@) , s =$ +272 2 du (Gun — Zyut) 
oder 

(9) LS —S1< 2 Due Gb 

d. h. nach (2) We 

(O0) £ves |S'— S|< 2y. M, 


womit der gewiünschte Beweis erbracht ist, da M endlich und y 
beliebig klein ist. 

Wir bemerken gleich an dieser Stelle, da die Stetigkeit 
von f längs C' für dieses Resultat nicht notwendig war. Bleibt 
nämlich |f| nur stets unter angebbarer oberer Grenze längs C, 
bezw. auf C und in gewisser Nähe von C und bezeichnet 2y, die 
Maximalschwankung von f in jenem zu ({,_,t,) gehôrigen Quadrat, 
so erkennt man aus (6), (7), (8), (9) sofort, da |S'—S] stets dann 
beliebig klein ist, wenn 


(11) lim " Pre Tynl = 0 

n—0 # —1 
ist. Subald diese Bedingung erfüllt ist, wollen wir deshalb f(xy) 
längs C integrabel nennen. Auch braucht in diesem Falle 
bei der Summenbildung f(£,mn,) gar nicht Functionswert für einen 
Punkt (£,n,) des Rechtecks [(x,,7,,)(x,y,)], sondern nur eine 
Zahl zwischen der oberen und unteren Grenze der Functionswerte 
in diesem Rechteck zu sein!). 
1) Acbnlich für gewühnliche bestimmte Integrale bei Lerrn Ascoli, Ann. 
di Mat. 2. Ser. 23. (1895) S. 68. 


zur Theorie der reellen Curvenintegrale. 121 


Den als vorhanden erkannten Grenzwert der Summe S nennen 
wir das in Bezug auf x längs C von À bis B oder von 
(a,«) bis (6,8) erstreckte Curvenintegral von f(xy) und 
schreiben 


B b, 1=nN 
2) (C)/F@y)ar = (Cf dr = lim D Em)( 2) 


Für eine spätere Anwendnng machen wir noch folgende Be- 
merkung. Wenn 


(13) F(xy) = fi (xy)-f, (xy), 

und jede der Functionen f, f,,f, längs C integrabel ist, so ist 
nach dem Vorangehenden direkt zu übersehen, da bei der Summen- 
bildung 


(14) DHACE PR ACL NICE 7) 


in f, und f, je ein beliebiges der erlaubten Wertenpaare (£, »,) 
und (£,1,), nicht notwendig beide Mal dasselbe, benutzt werden 
darf, um beim Grenzübergang das Integral 


B 
(15) Cf. (y) -F, (æy) dx 


zu erhalten. 
Nach der Definitionsformel (12) ist speziell, wenn x längs C 
constant — a, C also parallel der y-Axe ist, 


a, B a, B 
(16) (ONF (y) dx = (C)fFy)dx = 0, 
a, œ a, œ 
und wenn y längs C constant — «, also C parallel der x-Axe ist, 
b, « b 
(17) (Cf. f(ay)dz = il f(æa) dx, 
ein gewühnliches bestimmtes Integral. 


Analog definieren wir unter denselben Voraussetzungen über 
g(xy) wie bisher über f(xy) das Integral 


B HA=N 
(18) (Cfa (ay) dx = lim ZX g(Emn) (2) 
A n—®0 x =]1 
und stellen weiter die Definition auf 


B B7 B 
(19) of (fdx +9 dy) = Of faz+ (Of. g dy. 


122 L. Heffter, 


Aus der Summendefinition des Curvenintegrals ergiebt sich 
bei beliebigem Wege C unmittelbar 


B Lai À; 
(20) of (dx + g dy) = — (Cf (fdx + g dy), 


B M B 
En) (Offar+ods) = (Cfifar+-g8) + (Of (raz +aà), 


wo À, B, M drei beliebige Punkte auf der Curve C' sind, und 


B B B 
(22) Of. (fdx+g dy) = cf. (Ads +9, dy) + (CU (f, dx + gs dy), 


ip Ê= fi+fa 9 = 9 +93 Un f, 9; fs far Jr 9: längs C integrabel 
sind. 

Genau wie für gewôhnliche Integrale ergiebt sich endlich für 
die Curvenintegrale bei monotonem Integrationsweg C 
(dies bedeutet hier in etwas weiterem Sinn als oben: wenn y(é) 
sowohl wie #(f) im Intervall (4, T) entweder nie abnimmt oder 
nie zunimmt) der Mittelwertsatz (Satz vom Mittelwert der 
Integrandenfunction), den wir gleich für das zusammengefafite 
Integral (19) aussprechen, 


bp 
23) QI (ar+gds) = (XT)@-0+9(X'T)G-0) 


wobei f(XY) und g(X' Y’) die Mittelwerte der Functionen f und 
g längs C sind. Hierbei kann es, wenn f und g längs C integra- 
bel, aber nicht durchweg stetig sind, eintreten, da diese Func- 
tionsmittelwerte gar nicht Functionswerte für ein Mittelwertsystem 
auf C sind. 

Wir bemerken noch ausdrücklich, daB bisher die Voraus- 
setzung der Stetigkeit oder auch nur Integrabilität der auftreten- 
den Functionen f und g auBerhalb der Curve C nicht 
notwendig war. Wenn sie bestand, ergab sich nur eine grôfiere 
Freiheit bei der zum Integral führenden Summenbildung. 


$ 2. 
Fundamentalsatz der Integralrechnung für Curven- 
integrale. 


Ist F(xy) mit ihren ersten Ableitungen 


F(ep = 0, F,(0) = SD. 
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hé der Curve C von À bis Beindeutig und stetig 
und zwar, falls C nur rektifizierbar ist, beider- 
seitig, falls C'abteilungsweise monoton PTE wenig- 
stens einseitig, falls C der x- oder y-Axe parallel 
ist, wenigstens längs C selbst stetig, so ist 


b,p b 6 
@  (CJären = CJEa+F, dy) = F(B)— F(a0)'). 


Beweis: Nach Definition ist 


B t—=nN 
(2) Cf. (F, dx+F dy) _. Le 2 : [F, i (Exn») (x # —2 + (Ëx1%) (Yx—Y. na} 


wo (E,n,), (E,nx) je ein beliebiges der bei der Summenbildung 
erlaubten Wertenpaare ist. Bei unsern Voraussetzungen ist wenig- 
stens einer der Punkte P,,,= (x,,,%,) und P,,. = (Z,ÿx) 
von P,, = (x,Y,) verschieden und liegt bei schon hinlänglich 
groBem n in dem Bereich, in dem F, F°, F, stetig sind. Sei dies 
etwa P,. “5 dann liegen auch die Strecken PS5 Estand 
P,-xPux in diesem Bereich. Also ist nach dem Mittelwertsatz 
der Differentialrechnung, angewandt auf die im Intervall (x, ,x,) 
mit ihrer Ableitung stetige Function F(x, y,) von x allein, 


(8) Et Ce) 2 Fu) 


wo Ë, ein bestimmter Wert des Intervalls (x,.,2,) odpr ein 
beliebiger von mehreren bestimmten ist. ÆEbenso ist 


”  FGrig) = F(tsiyes) 
Yn — Yu 


für einen bestimmten Wert n, des Intervalls (y,,y,). Wählt 
man also in (2) das dort noch beliebige Wertenpaar (£,7,) 


FE, (ty 1x) 


1) Beï dieser Annahme kann man hier auch die ganze Curve C als monoton 
betrachten, da aus dem Beweis für die einzelnen monotonen Stücke der Satz für 
die ganze Curve C folgt. 

2) Dieser Satz erscheint sonst erst als eine Folgerung aus dem Cauchy- 
schen Integralsatz (vgl. z. B. Pringsheim à.a.0. S. 72) oder sein Beweis er- 
forderte mindestens die Differenzierbarkeit von œ(t) und #(t). (Vgl. z.B. Stolz, 
Grundzüge der Diff.- u. Int.-R. II (1896) S. 182). — Da Herr Bôcher (Bull. 
of the Amer. Math. Soc. 2. Ser. 2. (1896) S. 146) den Fundamentalsatz zum Be- 
weis des Cauchy schen Satzes benutzt, so muB bei ihm entweder die Differen- 
zierbarkeit von æ und + vorausgesetzt oder etwa der hier gegebene Beweis zur 
Ergänzung seiner Deduction benutzt werden, 
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gleich dem durch (3) bestimmten (£,7,) und ebenso (£,7;) gleich 
dem durch (4) bestimmten (x, ,%,), die auf Grund der Voraus- 
setzungen zu den erlaubten gehôren, so folgt 


7: 
(6) (CS (F,dr+F,dÿ) = 


a,œ 
2 —=N Es 
lim >à ; LE (Ty y pi ma (Cm Yy) ar (Ty-1Yn) —F (C7 Yu) 


BE" — F(bB)—F(ax), q.e.d. 


Folgerungen: 1) Ist die Curve C des Fundamen- 
talsatzes geschlossen, s0 ist 


@ | (CJ4F (y) = 0 

nach (5), ob dabei die Integration längs C in dem einen oder an- 

dern Sinn erfolgt, da ja F längs C eindeutig vorausgesetzt war. 
2) Sind F,F,F, in einem zusammenhängenden Be- 

reich G überalleindeutig und stetig, so ist das In- 

tegral 


X,y 
(7) CIE dF(xy) 


unabhängig vom Integrationsweg C, solange dieser 
das Gebiet G nirgends verläft; denn es hat ja nach (5) 
den Wert F(xy)— F(aa), und F ist in G eindeutig. 

Die Function Æ(xy) = xy z. B. ist mit ihren ersten Ablei- 
tungen 


überall eindeutig und stetig. Also ist nach dem Fundamentalsatz 
bei beliebiger Curve C 


B B 
(8) (Cf. yaz + (Cf xdy = bB— av. 


Hieraus werden wir im nächsten Paragraphen einen einfachen Satz 
für gewühnliche Integrale herleiten. 

Auch der Satz von der partiellen Integration folgt 
natürlich unmittelbar aus dem Fundamentalsatz. 
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$ 3. 
Transformation des Curvenintegrals. 


Um die Transformation eines längs beliebiger Curve C er- 
streckten Integrals 


P P 
(1) (CF (v) de, (0) fa (œu) dy 


durch Eïinführung neuer Variabeln w, v an Stelle von x, y zu voll- 
ziehen, wo f und g wenigstens längs C selbst stetig 
seien, sollen die reellen Functionen von zwei reellen Variabeln «, v 


(2) 2 = r(w), y = s(w) 


folgende Eigenschaften haben : 
1. Es giebt zwei im Intervall (f, T) eindeutige und stetige 
Functionen mit beschränkter Schwankung 


(8) u—=p(#), v = #(?), 
die also einen rektifizierbaren Weg l'in der wv-Ebene bestimmen, 
sodaB durch Suabstitution von (3) für w,v und von œ(t), g(t) für 
x, y die Gleichungen (2) zu Identitäten werden. 

2. Die Fuanctionen (2) sind nebst ihren ersten Ableitungen 


or or 

r, (ur) = TA r,(uv) —= LA 

(4) ôs os 
Si (uv) DRE où? Sa (uv) == Fr 


längs T' eindeutig und stetig und zwar, je nach der Art der Curve 
T, mit denselben näheren Bestimmungen wie F, F, F, beim Fun- 
damentalsatz (s. $ 2). 

Bezeichnen wir entsprechende Punkte auf C und 1° durch 
gleiche Indices, so wird die das erste der Integrale (1) erzeugende 


Summe 
H4—=N 


(6) 2 f (x, Yx) (zy —%,-) FF 


s 1e (u, V4) s (u, v,)) [r (u, v,) er (C7 V,-)]: 


Durch genau dieselben Schlüsse wie beim Beweise des Fundamen- 
talsatzes!) folgt nun 


1) Oder auch indem man auf die Differenz in (6) links den Fundamentalsatz 
anwendet und das resultierende Integral durch den Mittelwertsatz (23) $ 1 um- 
formt, 


9 
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(6) r(u,v,)—r(us0,) = ru, Va) Re? (y 0x) +7 (y 0y) —7 (Us Vus) 
= r(u,v,)(u,—u,.)+7r, (0, 08) (0, — y) 


wo u, im Intervall (u,_,u,), », im Intervall (v,,v,) liegt. Also 
wird die rechte Seite von (5) 


a = D Fr) 8 (mehr (0) (ut) 


+3 1 (r (u, Vs), s (u, v)) ra (CP vy) (v, 754 vy-)e 


Nun ist f als Function von «, v längs l' eindeutig und stetig, 
ebenso r, (uv), r,(uv). Ferner sind sowohl (u,v,) als (u,v,) und 
(u,,v,) bei der Saummenbildung für die Functionen f-r, und f-r, 
von %,v erlaubte Wertenpaare (s. $ 1 (14). Somit ergiebt sich 
bei dem Grenzübergang lim n — co 


© (COffeas = (FE) s() [2 du + À ao 
P, 1, : du dœ J' 


die gesuchte Transformationsgleichung. Sie schliefit die- 

jenige für gewôhnliche bestimmte Integrale als Spezialfall ein. 
Entsprechendes gilt natürlich für das zweite der Integrale (1). 
Ein erster Spezialfall der Transformation ist 


(9) æ = uv) = pu), y = v(u,v) = pu), 

wenn œg'(u) und #’(u) im Intervall (6, T) stetig sind; denn 
durch æ — ft), y— (ti) und u—=t, v —0 werden die Glei- 
chungen (9) zu Identitäten, und alle Bedingungen sind erfüllt. 
Die Curve T'ist das Intervall (f, T) der w- Axe. Also hat man, 


wenn die Integrationsvariable des transformierten Integrals wieder 
t statt uw genannt wird, 


ay T 
(10) (C)/(fdx+gdy) = J F(p(E), #6) p'E)+9(p 0, #0) v'(É]dé. 


Lo Yo 
Um einen zweiten Spezialfall aufzustellen, folge aus 
x = p(), y = (0) 


(11) y = (a), x = l(y) 
sodaf 
(12) pt) = h(p(#)), p@) = 1(YC). 


Dann genügen die Transformationsgleichungen 


Le) 
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P 
(13) x —u, y — h(u) für das Integral (C) f fdx 
Pr 
P 
(9  æ=1) y=u » »  »  (Cy/oa 
LU 


abermals den Bedingungen, und man hat, wenn die Integrations- 
variable statt # wieder x, bezw. y genannt wird, 


P X Di 
(15) (Of, (fdx+gdy) — Œf f(&, h(x)) de + (TA g (y), y) dy. 


Hierbei ist 1° die Projektion von © auf die x-Axe, 1° die von C 
auf die y-Axe. Falls also (fé) und y(t) speziell monotone Func- 
tionen in (é, 7) sind, und nur dann, ist 1° das Intervall (x, X) der 
x-Axe und 17, das Intervall (y, Y) der y-Axe, und die Angabe des 
Integrationsweges kann in (15) rechts fortfallen. Sind o und # 
wenigstens abteilungsweise monoton, so lassen sich die Integrale 
in (15) rechts in eine endliche Anzahl gewôhnlicher Integrale zer- 
legen. 

Man wird also auch mittelst einer Transformation von dem 
Curvenintegral zu einem gewôbnlichen Integral zurückgeführt, 
und gerade dieser Umstand wurde bisher meist!) zur Definition 
des Curvenintegrals benutzt, speziell die Transformation (13), (14) 
von Herrn Pringsheim (aa.O.) Sie ist in der That, wie 
Formel (15) zeigt, vor der andern (9) dadurch ausgezeichnet, daf 
bei ihr allein nicht auch noch die Ableitung einer der transformie- 
renden Functionen unter dem Integralzeichen auftritt. Dafür er- 
fordert sie aber die wenigstens abteilungsweise vorhandene Mo- 
notonie, nicht nur die Rektifizierbarkeit des Integrationsweges C. 

Um die Transformationen (13), (14) auf Gl. (8) des vorigen 
Paragraphen anzuwenden, sei die dort noch beliebige Curve C 
also abteilungsweise monoton. Dann folgt nach (15) 


b 
(16) (Ca f h(æ) dx +(1, JL (y) dy = 6B—aa, 


wo I", T7, die Projektionen von C (d. h. der Curve y = (x), oder, 
w. d. i, æ — l(y)) auf die x- bezw. y-Axe sind. Bei Eindeutig- 
keit von (x) im Intervall (ab) kann die rechte Seite von (16) 
auch lauten 


(17) — bh(b)— ah (a), 


1) Vgl. die Einleitung. 
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bei Eindeutigkeit von (y) im Intervall (af) 
(18) — fl(B)— al(a). 


Dies ist ein auBerordentlich einfacher, geometrisch evidenter und 
doch anscheinend kaum beachteter !) Integralsatz, der die 
Integration einer Function auf die ihrer inversen 
zurückführt. Er läBt sich natürlich auch auf mehrfache an- 
dere Art herleiten. hé 


8 4. 


Das Curvenintegral als Function der (oberen) 
Grenze bei vorausgesetzter Eindeutigkeit. 


Ausgehend von einer mit ihren ersten Ableitungen in einem 
Bereich G eindeutigen und stetigen Function sind wir in $ 2 (?) 
zu einem Curvenintegral gelangt, das abgesehen von einer Con- 
stanten gleich dieser Function war, also eine im Bereich G ein- 
deutige und stetige Function seiner oberen Grenze x, y darstellte. 

Umgekehrt gelangt man, sobald die Eindeutigkeit des Inte- 
grals als Function seiner oberen Grenze vorausgesetzt wird, in 
bekannter Weise ?) zu dem Resultat : 

Sind f(xy) und g(xy) in dem zusammenhängenden 
Bereich G eindeutig und stetig und ist das Integral 


x, 
() (OIL Caz+gdy) = F(ay) 


in diesem Bereich unabhängig vom Wege (m. a. W. eine 
in G eindeutige Function von x, y), so ist dieses Integral 
in Geine stetige Function von,x,.y mit den partiel- 
len Ableitungen 


ôF oF 
(2) Ge 
Auch dieser Satz enthält für den F4], da8 x oder y längs C 
constant ist, einen fuidamentalen Satz der gewühnlichen Integral- 
| 


1) Dieser Satz ist der thatsächliché Inhalt einer Bemerkung von Herrn 
Netto, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jabrg. 40 (1895) S. 185, obwohl es dort 
nicht ausgesprochen wird, daB der auftretende Summengrenzwert nichts anderes 
als das Integral der inversen Function ist. Als Spezialfall ist er freilich in einem 
Satz von Herrn Stolz (a.a.O. 1 (1893) S. 376, 377 Satz 10) enthalten, den wir 
patürlich auf dieselbe Weise erhalten künnten. 

2) Vel. z. B. Pringsheim, a.a.0, $. 69, 70. — Bôcher, a. a. 0. S, 147, 
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rechnung. Es scheint mir zweckmäBig, ihn schon an dieser Stelle 
einzuführen. 


I. Der Cauchy’sche Integralsatz. 


Qi 
Zurückführung des Beweises auf den für 
ein Rechteck. 


Bei den bisher behandelten Eigenschaften des Curvenintegrals 
kam seine Abhängigkeit oder Unabhängigkeit vom Wege ent- 
weder nicht in Frage, oder die letztere wurde vorausgesetzt. Der 
Cauchy’sche Satz giebt nun die Bedingungen dafür, daB das 
Curvenintegral in einem. einfach zusammenhängenden Bereich G 
unabhängig vom Weg, m. a. W. dafür, daB das Integral 


(1) (C)J Fax + gdy) 


erstreckt über eine einfach geschlossene rektifizierbare Curve C 
im Bereich G stets den Wert Null hat. 

Ist nun das Integral (1) jedes Mal Null, wenn es längs der 
Peripherie irgend eines Rechtecks in G erstreckt wird, das pa- 
rallel zu den Axen liegt, so ist es auch Null längs jeder geschlos- 
senen Linie, deren Stücke abwechselnd der x- und y-Axe parallel 
sind, weil die von ihr begrenzte Fläche sich in lauter Rechtecke 
jener Art zerlegen läft. Andererseits bat man den Satz: 

Liegt die stetige rektifizierbare Curve C ganz 
im Innern eines Bereiches G, in dem f(xy) und g(xy) 
längs jeder rektifizierbaren Linie integrabel sind, 
80 ist 


B ._ Az" Æn re 
@) (O)f(äz+gdy) = lim 3 Ufen-)dr +9 (nd), 

A N=ON—10T, Yy—1 
wenn mit wachsendem n alle Differenzen f,—+t,, gegen Null con- 
vergieren und die (x,y,) Zwischenpunkte auf C zwischen À und 
B sind. 

Nach dem Mittelwertsatz I $ 1 (23) ist nämlich, sobald die 

Differenzen t,—{,, schon so klein sind, da die Rechtecke 
[(Zy-1 Yu) (Æx Yx)) ganz innerhalb G liegen, 


1) Vgl. hierzu Pringsheim, a.a.0. $ 2. — Der Beweis auch dieses 
Satzes ist hier ein unmittelbarer Ausflu8 der Definition des Curvenintegrals. Wir 
hätten ihn auch benutzen kônnen, um den Fundamentalsatz I $ 2 abzuleiten, 


9 * 


130 L. Heffter, 


mn Pays) = Env) (Eu —Eu) 
(3) Lys 

re 9 (x, y) dy — g (œ, x) (x —Yx1)) 

Yu-1 
wo f(Ë,Y,) einen Wert zwischen der unteren und oberen Grenze 
der Functionswerte f(xy,.) im Intervall (x,_.,x,) bedeutet, ent- 
sprechend g(x,n,). Also wird die rechte Seite von (2) 


@  =in 2 VEND) +060) 00) 


Bildet man aber das Integral auf der linken Seite der behaup- 
teten Gleichung (2), so erhält man dieselbe Summe (4); denn die 
Werte f(E,v,), 9(x,n,) gehôren zu den jeweils für die Summen- 
bildung erlaubten (s. I $ 1 G1. (11)). Also ist Gleichung (1) veri- 
fiziert. 

Ebenso gilt unter denselben Voraussetzungen die Gleichung 


(6) ft (dx +gdy) = su : WC y)dy +fi f(&y,) da]. 
#—1 Ty-1 

Gehôrt nun die Curve C dem Bereich G, in dem f und g längs 
jeder Curve integrabel sind, nur als Begrenzung an und ist 
C überdies abteilungsweise monoton, so gilt für jedes 
monotone Stück von C eine der Gleichungen (2) und (5). Denn 
alsdann gehôrt entweder die mit den Punkten (x,.,7,) oder die 
mit den Punkten (x,y,.,) gebaute ,Treppenlinie“ (um mit Herrn 
Pringsheim, àa.a.0., zu reden) ganz zum Bereich G, und die 
Ableitung der einen oder andern Gleichung bleibt unverändert 
bestehen. (Ist längs eines Curvenstückes speziell x oder y con- 
stant, so werden die Gleichungen (2) und (5) miteinander iden- 
tisch, und das Integral links ist selbst schon ein gewôhnliches). 

Ist nun das Integral sh ({dx + gdy) längs der geschlossenen 
Treppenlinie, die der geschlossenen Curve C zugeordnet wird, 
Null, so gilt das nach (2) bezw. (5) auch von dem Integral (1) 
selbst. 

Gilt also der Cauchy’sche Satz für jedes den Axen parallel 
gestellte Rechteck im Bereich &, in dem nur die Integrabili- 
tät der Functionen f und g auf jedem Wege vorausgesetzt war, 
so gilt er für jede einfach geschlossene rektifizier- 
bare Curve, die im Innern von G liegt und einen Teil 
von G vollständig begrenzt, für die Begrenzung von 


9 *# 
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G selbst sicher dann, wenn sie abteilungsweise mo- 
noton und Geinfach zusammenhängend ist. 

Die Zurückführung des Satzes für die Begrenzung eines mehr- 
fach zusammenhängenden Bereiches auf den für eine einzige ein- 
fach geschlossene Curve ist bekannt. 


$ 2. 
Die notwendige Bedingung. 

Wir nehmen jetzt an, der C'auchy’sche Satz gelte für jedes 
Rechteck [(ax) (bB)] in gewissem Bereich G, und leiten daraus eine 
notwendige Bedingung für seine Gültigkeit in mehreren Ab- 
stufungen her, indem wir successive die Voraussetzungen über 
die Natur der Functionen f und g in jenem Bereich erweitern. 

A. Zunächst seien f und g in G nur eindeutig und 
längs jeder Curve integrabel vorausgesetzt. 

Die angenommene Gültigkeit des Cauchy’schen Satzes für 
jedes Rechteck [(ax)(b8)] besagt 


d B a œ 
(1) f f(x) dx + g (by) dy +J f(xB) dx Hf g(ay)dy = 0 


oder 5 
(2) ‘à [F(&B)—f(œa)] dx — fi (by) — g (ay)] dy. 


Bezeichnen wir 
den Mittelwert von f(xB)—f(xa) im Intervall (ab) mit 
I, (f(x) — f(xa)) 
den Mittelwert von g(by) —g(ay) im Intervall («B) mit 
Ms (9 by) — 9 (ay)), 
so erbhalten wir also die notwendige Bedingung in der Gestalt 


M (f(xB)—f(œa)] __ Mas (y) — g (ay)] , 
( dE F5 SES Ds en 
d. h. für jedes Rechteck [(ax)(bB)] in G muB der Mittel- 
wert des Differenzenquotienten vonf(xB) und f(xa) im 
Intervall (a) gleich demMittelwert des Differenzen- 
quotienten von g(by) und g(ay) im Intervall (af) sein. 
DaB diese notwendige Bedingung auch hinreichend ist, ist 
evident; denn aus ({) folgt wieder (2), and (2) ist nur eine Um- 
formung der den Cauchy’ schen Satz für [(ax) (b8)] ausdrückenden 
Gleichung (1). 


Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1902. Heft 2. 9 
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B. fund g seien im Bereich G eindeutig und ste- 
tig in beiden Variabeln. 

Dann giebt es im Intervall (ab) mindestens einen Wert x = £ 
und im Intervall («B) mindestens einen Wert y — 1, für den bezw. 


FEB) — fa) — U,, [f(xB) — f(&a)] 


®) 9 Eng (em) = Mesa Ey)—9 (aÿ)] 

wird. Mithin lautet die notwendige Bedingung jetzt 
FEB) — (Ex) __ g@n)—g(an), 

© end te = Mo TT de 


d. h. für jedes Rechteck [(aa), (b8)] in G muB im Inter- 
vall (ab) ein Mittelwert £ und im Intervall («f) ein 
Mittelwert nm existieren, sodaB der Differenzen- 
quotient von f(EB) und f(£«) gleich dem von g(bn) und 
g (an) ist. 

Da auch die Bedingung (8) bei den Voraussetzungen B hin- 
reichend ist, ergiebt sich genau wie oben, wenn wir die Kenntnis 
benutzen, daB für æ — £ die Differenz f(xB) —f(xx) ihren Mittel- 
wert im Intervall (ab) annimmt und entsprechend die andere. 
Wir werden aber im nächsten Paragraphen zeigen, daB der Be- 
weis der Umkebrung auch ohne jene Kenntnis geführt werden 
kann. 

Ca. Die Functionen f und g seien in G überall 
eindeutig und stetig in beiden Variabeln, und die 
partiellen Ableiïitungen von f nach y und von g nach x 


@ han =, aty = 


sollen in G& überall einwertig existieren und eben- 
falls stetig in beiden Variabeln sein. 

Läft man in (8) einmal zuerst f gegen « convergieren (wobei 
also auch nach « convergiert), dann b gegen a (wobei also auch 
£ gegen a convergiert), und vollzieht man ein anderes Mal diese 
Grenzübergänge in umgekehrter Folge, so erhält man, sobald die 
Existenz von f, und y, feststeht, die beiden Gleichungen 


lim , (£a) — 9, (aa) 
() ae 
(ae) mt (an)°). 


1) Einen einwandsfreien Beweis des Cauchy’schen Satzes nur aus der 
Stetigkeit von f und g und der Existenz von f, und g zusammen mit den 
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Nimmt man jetzt noch die Stetigkeit von f, und g, hinzu, — es 
genügt hierfür sogar die Stetigkeit von f, in x bei jedem 7 
oder die von g, in y bei jedem Wert von æ, — so gehen beide 
Gleichangen (5) in die Gleichung über: 


(G) ‘ (a) Ce À (aa) ‘) 


wo (aa) ein beliebiger Punkt in G ist; d. h. bei den Voraus- 
setzungen Ca ist die für jeden Punkt in G geltende 
Bedingung (©) für die Gültigkeit des Cauchy’schen 
Satzes notwendig. 

Daf sie auch hinreichend ist, zeigen wir in $ 4. 

Statt der Voraussetzungen Ca kônnen wir nun auch andere 
aufnehmen, die wieder zu (©) führen, und bei denen (©) dann 
abermals als hinreichend darzuthun ist ($ 5), nämlich: 

Cb. Die Functionen f und g seien in G überall 
eindeutig und stetig in beiden Variabeln und haben 
daselbst überall ein vollständiges erstes Differen- 
tial, d. h. wenn (x,7,) ein beliebiger Punkt in G ist, so ist?) 


(6) 1ay)—-F (Goo) (Logo) (t—%)—ftoYo) (y—Y) | <s| [z—x, [+ |y-#| 
le) y) 79) er) 90.) (pv) <elle-2,|+1y-y 1} 
für [xx | < 6, [y—% | < 6, 


wo & eine beliebig kleine, Ô eine hinlänglich kleine positive Zahl 
ist. Ueber die Stetigkeit von f,,f,, 9,, 9, wird hierbei nichts 
vorausgesetzt. 

Sei nun [(ax), (bB)] ein den Punkt (x,7,) umschliefendes Qua- 
drat, das ganz innerhalb des ebenfalls den Axen parallel ge- 
stellten Quadrates mit dem Mittelpunkt (x,y,) und der Seite 20 
liegt, so ist nach (8), da b—a — B—a, 


(7) f(EB)—F(Ea) — 9 On) —9(an). 


GL (5) (oder selbst der Stetigkeit von f, und g, in jeder einzelnen der Va- 
riabeln zusammen mit (6)) abzuleiten, ist mir nicht gelungen. Die Voraus- 
setzungen Ca und Cb enthalten eben sebr viel mehr. 

1) DaB bei Ca die Bedingung (6) notwendig ist, ergiebt sich auch un- 
mittelbar aus I $ 4; denn gilt der Cauchy’sche Satz, so hat das Integral 


JE + gày) = F(xy) nach I $ 4 auch die partiellen Ableitungen f, g. Da aber 
#0 y 


0 


6 {8F 6 [6F\ _ AA. Bd: 
5 (Ge) = f, und (or) = ÿ, nach Ca existieren und stetig sind, s0 


ist nach bekanntem Satze f, = g. 
2) Vel. z. B. Stolz, a. a. 0. I 5. 155. 
9* 
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Andererseits ist nach (6) 


| FEB) —f(& Yo) —f (Loÿo) Ex) (my) (By) <ellE— o+18—-%l} 
If (Ëc) —f (0 Yo) — fi(Go Yo) (E — Xe) — fa (SoYo) (@— Yo) ES el|E—2|+ le—y,l} 


Also folgt, da 1&é—2 |, LEA la—y| <|B—-a«| sind, 


(8) IF(ÉB)— f(x) —f(&oyo) (B— &)] <4e|B—al. 

Ebenso ergiebt sich 

(9) | 9 Gr) — g (an) —9, (y) E—a)| <4e[b—al. 

Also folgt endlich nach (7) und, da b—a — B—a, aus (8) und (9) 
(10) LA @oye)— 9: (&g)| < 86, 

wo & beliebig klein ist, d. h. 

(G) f@o%o) = (&o Yo). 


Auch bei den Voraussetzungen Cb ist die Bedin- 
gung (©) für den Cauchy'schen Satz notwendig. 


8 3. 


Der Cauchy'sche Satz bei vorausgesetzter Stetig- 
| keit von f und g. 


Durch die beiden vorigen Paragraphen ist der Cauch y’sche 
Satz bereits in der ersten Fassung bewiesen: 

A. Sind f und g in dem einfach zusammenhängen- 
den Bereich G& längs jeder Curve integrabel (Vor- 
aussetzung A), so ist die für jedes zu G gehôrige 
Rechteck [(aa) (b8)] geltende Bedingung 


Y M, GB) fe) _ Ms(G(y)—9 (ay) 
® B—a b—a 
notwendig und hinreichend dafür, daB 

(1) (Cf far + gdy) = 0 


ist, falls C eine einfach geschlossene stetige Curve 
ist, die nur rektifizierbar zu sein braucht, wenn 
sie ganz im Innern von G liegt, und abteilungsweise 
monoton vorausgesetzt wird, wenn sie G als Begren- 
zung angehôrt. 

Bei den Voraussetzungen B lautet der Satz: 

B. Sind f und g im Bereich G überall eindeutig 
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und stetig in beiden Variabeln (Voraussetzung B), so 
ist die für jedes zu G gehôrige Rechteck [(ax) (68)] und 
irgend zwei Zahlen £,n im Intervall (a), bezw. (af) 
geltende Bedingung 


(8) PERF Ge) = 2009 (0) 
re e 


notwendig (s. $ 2) und hinreichend für das Bestehen 
der Gleichung (1)! 

Beweis: Durch die Geraden x — 2, (= 4), à, ..., 4, (& b), 
Y=Y (= 0), Yy -. Y (Æ B) teilen wir das Rechteck [(ax)(bB)] 
in lauter kleine Tréchièeks [(&, ÿ,) (x ja V n)} Für jedes solche 
existieren nach (8) zwei Zahlen £,, 7,, im Intervall (x, ts) bezw. 
(Y,Y,,), sodass 


(2) R yo — =f (8 y ,) (Gui — Ty) Ar g (&, u+1 ne (y F+1 ny :) "À (E,,9 Fe) (x, té But) 
+9(x u Mur) (y, —9,:) = 0 
Folglich ist auch 


(8) DE = 0 

und ebenso 

(4) lim ZXR,, = 0. 
M—=X LU, 


LäBt man aber m und » ins Unendliche wachsen und gleichzeitig 
alle Differenzen x,,,—x, und y,,,—y, gegen Null convergieren, so 
wird andererseits > R,, nach der Definition des Integrals gleich 
der Summe aller Integrale von fdx+gdy längs der Linien y — y, 
und æ—x,, über jede innere einmal in der einen, einmal in der 


1) Es ist vielleicht nicht uninteressant, da8 bei dieser Fassung, also stets 
sobald f und g stetig sind, der Cauchy’sche Satz sich mit der Existenz 
von Zahlen £,n deckt, die gewissen Bedingungsgleichungen genügen müssen. 
Man kann diese Ausdrucksform des Cauchy’schen Satzes noch etwas verein- 
fachen: Nimmt man schon in & 2 (1) ein Quadrat statt eines Rechtecks, also 
b— a = B—a«, setzt im ersten und dritten Integral x — zx’ + a, im zweiten und 
vierten y — y'+æ und bezeichnet die Integrationsvariable bei allen vier Inte- 
gralen, die nun sämtlich dieselben Grenzen 0 und b— a haben, mit z, so kann 
man alle vier Integrale unter demselben Zeichen zusammenfassen und nun erst 
den Mittelwertsatz anwenden. Dann tritt an die Stelle der mit dem Cauchy- 
schen Satz äquivalenten Gleichung (8) die andere 


(8) E+a,B)—fÉ+ a, à) — g@,Ë6+a)—g(a, E+ «), 
wo £ im Intervall (0, b— a) oder — w. d. i. — im Intervall (0, f —«) liegt. 
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anderen Richtung erstreckt. Folglich fallen die Integrale über 
alle inneren Linien fort, und es bleibt nur das Integral über den 
Rand von [(ax)(68)] mit dem Wert Null zurück. 


$ 4, 
Der Cauchy'sche Satz bei vorausgesetzter Stetig- 
keit von f, 9 fs % 
Ta. Sind f, 9, f, 9, im Bereich G überall eindeutig 
und stetig (Voraussetzungen Ca), so ist die überall 
in G geltende Bedingung 


(G) (ay) = 9,(xy) 


notwendig (s. $ 2) und hinreichend für den Cauchy- 
schen Satz (s. das Nähere $ 3 bei À). 

Beweis: Wir teilen das Rechteck [(ax)(bB)] in derselben 
Weise wie im vorigen Paragraphen, wobeï aber nun alle Differenzen 


b—a — 
(1) Lun Lu = m ? Yyx —Yy = _ 
sein sollen. Um zu dem über dieses Rechteck erstreckten Integral 
2) J'(Fdx + 989) 
zu gelangen, bilden wir ähnlich wie in $ 3 (2) die Saumme 
(3) 2 Fur = ZE, 4) = 1 (Ex s)] (us — Tu) 


an [9 (CA M) 9 (x u 1,)] (y VH— y,) ; 


wo aber jetzt speziell 


Tux TX 41 Yy 
(4) ë, == u u Yvts 


FENTE = 


sein soil. Folglich heben sich in (3) alle üiber die inneren Teil- 
strecken gebildeten Glieder heraus, und es bleibt 


b—a — 
(6) 2 L,, = GE 2 IF(E, &) CRT f(E. B)] SE = : >> [9 (n,) — 9 (an,)], 
eine Summe, die für limm — oo, limn = co in das Integral (2) 
übergeht. 
Andererseits ist in (3) nach dem Mittelwertsatz der Diffe- 
rentialrechnung 
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fEuten)-1Eg) = RE) À — 
(6 
Jun) —9 Gun) = 9 Eu) Hs, 


wo die &,, im Intervall (x,x,,,), die »,, im Intervall (y,y,,,) liegen. 
Also wird 


(7) ER = 


Da nun nach Voraussetzung die Bedingung (€) überall in G er- 
füllt ist, kann man in (7) das Zeichen 9, durch f, ersetzen. Da 
ferner f, stetig im Innern und auf dem Rande von [(ax)(bB)], also 
auch gleichmäfig stetig in diesem Bereich ist, so ist jedes Glied 
der Summe ïin (7) für hinlänglich grofes m und »# absolut ge- 
nommen <e&, WwO & eine beliebig kleine positive Zahl ist. Dem- 
nach ist 


b—a 8 
m 


(Go ") " f, 2 (A Nuv)]- 


®) DR < DES ne = G0)(8-0)e, 


d. h. beliebig klein, d. h. das Integral (2) erstreckt über 
das Rechteck [(ax)(b8)] hat den Wert Null 


8 B. 


Der Cauchy(-Goursat-)sche Satz bei vorausgesetzter 
Stetigkeit von f, g und Existenz von df, dg. 


lb. Sind f, g im Bereich G überalleindeutig und 
stetig und besitzen beide in G überall ein vollstän- 
diges erstes Differential (Voraussetzungen Cb), s0 
ist die überall in G geltende Bedingung 


(G) fa (ay) = 9, (xy) 
abermals notwendig (s. $ 2) und hinreichend für den 
Cauchy’schen Satz (s. d. Nähere $ 3 bei 4)'). 

Beweis: Da man jedes Rechteck in Quadrate Lol kann, 
so genügt es, den Satz für ein den Axen parallel gestelltes Qua- 
drat [(ax)(bB)] zu beweisen, wo also b—a — B—« ist. Das Inte- 
gral über-dessen Lrobere erstreckt, hat den Wert 


(D | (Ex) —f (EB)+ 9 (bn) — 1 (an)] © — a), 


1) Dies ist, auf reelle Curvenintegrale übertragen, der von Herrn Gour- 
sat aufgefundene Satz. Vgl. hierzu die Citate unserer Einleitung. 


OH 
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wo Ë ein gewisser Wert im Intervall (ab), n ein solcher im Inter- 
vall («B) ist. Wir müssen also zeigen, daf 


(2) LFB) —f(Ea) — 9 En) +9 (an)| = d 
den Wert Null hat. 

Zerlegt man das Quadrat [(ax)(bB)] in vier kleinere durch 
Parallele zu den Axen, die die Seiten halbieren, so mu, da das 
Integral über das gro8e Quadrat gleich der Summe der Integrale 
über die vier kleineren ist (bei gleichem Integrationssinn), bei 
mindestens einem von ihnen, das wir [(a,«,)(b,B,)] nennen wollen, 
das Integral absolut genommen ES (b—a) sein. Also, da b,—a, — 


B,—a, = ns ist, 


@ FEB) FE «) 0 bim) +0 m1 5 


wo Ë,7, gewisse Werte im Intervall (a,b,) bezw. (x, B,) sind. 
Wiederholt man diesen Schlu8 # Mal, so ist also: 


(2) HÉTAEICDEMCRENONIESS 


Da nun von den Quadraten [(ax)(bB)], [(a, «,)(b, B,)], ... jedes ganz 
im vorhergehenden liegt und die Seiten der Quadrate gegen Null 
convergieren, so schränkt diese Serie von Quadraten einen be- 
stimmten Punkt (x,y,) ein. Diesem kommt in Bezug auf eine be- 
liebig kleine positive Zahl & nach der Voraussetzung Cb eine be- 
stimmte Umgebung zu, sodaf 


(3) | (ay) (Gi) fi (Yo) (&—x,)—f, (CA) (y—Y) | < E [z—x, [+17 | | 
p (xy)—9 (LoYo)—-9:(Liÿo) (&—%)—-9: (Lo) (Y—Yo) | SE [T—&, | ar | Y—Y| 
für [æ—2, | < 6, |Y—%ol <, 
wo Ô eine bestimmte hinlänglich kleine positive Zahl ist. 
Bei hinlänglich grofem n» liegt das Quadrat [(a, «,)(b,8,)] ganz 
innerbalb dieser Umgebung des Punktes (4,Y,), d. h. ganz inner- 


halb des Quadrates [(x,— 0, y, —0), (x,+ 0, y,+0)]. Also ist dann 
nach (3) 


FEB) -f(a y) —f, (CA) (Et) —fa(Loÿo) (Br—Y5)| < E& | 1En—%o| + | BY, 
FEucs) —f (ri) AE (L5%o) CSA À (Yo) (a,— Yo)l ES sl lh—t+|e, | | Q 
Also weiter, da | ie To |, | PU: |, | Un — Yo | < FRE 4h | sind, 


(6) | F(En 81) — (En Ga) — f3 (Go Yo) (bs n) | S 416, — «|. 
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Ebenso ergiebt sich 


(6) 19 Bu nn) — 9 (Ann) — 91 (Lo Yo) On — An) | <4.e.|8,— n |: 
Nach (6) und da &,—a,— B,—«, folgt endlich aus (5) und (6) 


D IFEB)-FE a) —9 an) +g(am)| < 88.18, —a | = À el. 
Somit liefern (2°) und (7) das Ergebnis 
(8) d < 8s|b—a|, 
d. b. 
8 6. 
Folgerungen. 


Es sei gestattet, schlieSlich noch einige Folgerungen aus dem 
Vorangehenden zu ziehen. 

Zunächst sprechen wir über die Gleichheit der zweiten par- 
tiellen Differentialquotienten F,, F,, einer Function F(xy) 
zwei Sätze aus, für die sich uns mittelbar Beweise ergeben haben, 
und die nicht bekannt zu sein scheinen !), übrigens vielleicht auch 
um dieser Beweisart willen hier Platz finden dürfen. 

IL Sind F(xy), F(xy), F,(xy) in einem Bereich G ein- 
deutig und stetig, existieren dort überall F, und 
F,,undist F, stetig in x oder F,, in y bei jedem in Be- 
tracht kommenden Wert der andern Variabeln, so 
EL FPS TE 

Sind nämlich F, F,, F, eindeutig und stetig in G, so gilt dort 
nach I $ 2 der Cauchy’ sche Satz für das Differential F dx+F,dy. 
Also muB die bei diesen Voraussetzungen notwendige Bedingung 
erfüllt sein. Diese lautet aber, wenn noch F, und F, existieren, 
nach II $2 (6) 
pu F,,(Ec) — F,, (aa) 

= 4 


(1) z ; 4 
13 (aa) = lim 1 5 (an) 
L/| t— ff: 4 


für jeden Punkt (ac) in G. Ist also noch F, stetig in x oder F, 
stetig in y, so gehen diese Gleichungen in F,,(aa) = F,, (ax) über. 


1) Vgl Encyclop. d. math. Wiss. IL, A. 2 (Voss) S. 793. — Stolz, 
a. à. 0, I S._146 ff, 
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I. Sind F,F, F, im Bereich G eindeutig und ste- 
tig in beiden Variabeln, und besitzen F, und F, dort 
überall ein bestimmtes vollständiges erstes Diffe- 
rential, soistinGF,—#,. 

Denn nach I 8 2 gilt wieder der Cauchy’ sche Satz für das 
Differential F'dx+F,dy. Da aber jetzt die Voraussetzungen Cb 
bestehen (s. II 82), so ist die notwendige Bedingung (©), F,—=#F,, 
erfüllt. ie 

Nach ganz anderer Richtung hin liegt eine Folgerung, die 
wir jetzt noch hervorheben wollen. 

Mit $5 (II) ist zugleich ein neuer Beweis des Cauchy- 
Goursat’schen Satzes (a. a. O.) für eine in G eindeutige und 
stetige Function einer complexen Variablen f(2), die überall in G 
einen eindeutig bestimmten Differentialquotienten f'(z) besitzt, ge- 


geben. Da für solche Function f(2) also F(+) = f f(e)dz vom 


Wege unabhängig ist, so ist F(2) nach I $ 4 eine stetige Func- 
tion mit der stetigen Ableitung f(2). Folglich gilt für F(+) auch 
der Cauchy’ sche Satz und die Entwickelbarkeit in eine Potenz- 
reihe bei jedem Wert z = 6 in G, woraus die Stetigkeit von 
f'(2) folgt!). Da hiernach die Voraussetzung der ein- 
deutigen Existenz von f'(#) in G die Stetigkeit von 
f'(2) schon impliciert, beeinträchtigt natürlich nicht die grofe 
theoretische Bedeutung des Goursat’schen Satzes. Aus der 
Stetigkeit von f(z) und f'(2) in G folgt aber nach Herrn Prings- 
heim?) die gleichmäfige Annäherung des Differenzen- 
quotienten von f(:) an den Differentialquotienten 
f'(2) im ganzen Bereich G. Also hat man schlieBlich den 
einem bekannten Satz über Stetigkeit in einem Bereich ana- 
logen Satz: 

Nähert sich im Bereich G der Differenzenquo- 
tient einer in G eindeutigen und stetigen Function 
f(e) überall einem bestimmten endlichen Grenzwert 
f'(2), so ist diese Annäherung im ganzen Bereich G 
gleichmäBig. 

Ich hoffe, bei anderer Gelegenheit einen direkten Beweis 
dieses Satzes geben zu kônnen. 


1) Vgl. für diesen Schluf auch Morera, Rend. R. Ist. Lomb. 2. Ser, 19 
(1886) S. 304 ff, sowie Encyclop. d. math. Wiss. Il. B. 1 (Osgood) S. 15. 
2) a.a. O. S. 295 ff. 


Bonn, 24. Januar 1902. 


Ueber Xanthenderivate aus p-Nitrophenol. 
Von 


Walther Borsche. 
Vorgelegt von Herrn O. Wallach in der Sitzung vom 8. Februar 1902. 


Wenn man concentrirte Schwefelsäure auf ein Gemenge von 
p-Nitrophenol und Formaldehyd einwirken lässt, entsteht nach 
den Angaben des D. P. 73946 vom 26. Februar 1893 !) 8,3'-dinitro- 
6,6-dioxydiphenylmethan, entsprechend der Gleichung 


HO 4 om. f/ Ye 
Crea nC EL à «| 


ONE NOR NS 


= | + 2H,0 


NA. FA 


In diesem Sinne scheint die Reaktion aber nur bei genauer 
Innehaltung der im Patent vorgeschriebenen Bedingungen zu ver- 
laufen. Denn als ich, zusammen mit Herrn A. D. Berkhout 
auf obigem Wege Dinitrodioxydiphenylmethan darzustellen ver- 
suchte, bildete sich bei einer geringfügigen Variation des Ver- 
fahrens ein Produkt, das ganz andere Eigenschaften wie die ge- 
wünschte Verbindung besass. Da es sich leicht in beliebigen 
Quantitäten gewinnen lässt, haben wir es etwas eingehender unter- 
sucht. Es stellte sich dabei beraus, dass in der neuen Substanz, 
die der Formel Ci5 H12 O1 N2 entsprechend zusammengesetzt ist, 
ein Substitutionsprodukt des Xanthens, 


1) Ber, chem. Ges. 27c,481 [1894]. 
1 
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45-Di-oxymethyl-2,7- QUES. 


Le Nr nD'A" 


AN 7 


HO.H,C CH,.0H 


vorlag. Durch Chromsäure wird sie nämlich zu einer Säure 
Ci5 Hs Oo Ns oxydirt, die sich beim Kochen mit Alkalilauge glatt 
in Formaldehyd und 5-Nitrosalicylsäure [III] 


O,N #à 4 IN does Le: 


NAS pee NE 


HO, C CO,H 
spaltet : 
C;H,O,N,+2H,0 = CH,0+2C,H,0,N 
Daraus folgt, dass der Säure C,,H,0,N, die durch die Formel [II.] 
ausgedrückte Constitution zukommt, und daB in der Verbindung 
C;,H4,0,N, der zu dieser Säure gehôrige, zweiwertige Alkohol [I.] 
vorliegt. 

Zur Ausführung des Versuches wurden b,4g reinstes p-Nitro- 
phenol in 4,5g käuflicher 40 prozentiger Formaldehydlôsung gelôst 
[zwei Moleküle Nitrophenol auf drei Moleküle Fomaldehyd, ent- 
sprechend der Gleichung 

2C,H,0,N +3CH, (0H), = C,,H,,0,N,+5H,0] 
und eine Mischung von 12cm° Schwefelsäure und 3cm° Wasser 
hinzugefügt; das Ganze wurde einige Stunden bei einer Temperatur 
von etwa 40° sich selbst überlassen. Nach dieser Zeit war es zu 
einer festen, weissen Masse erstarrt, die scharf abgesaugt, mit 
Wasser ausgewaschen und durch Krystallisation aus Alkohol ge- 
reinigt wurde. 


10 


| 


| 
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Dioxymethyldinitroxanthen, das so beinahe in der 
theoretisch zu erwartenden Menge erhalten wurde, bildet farblose, 
bei 148° schmelzende Krystalle, die bei vorsichtigem Erhitzen 
unzersetzt sublimiren. Ihre Zusammensetzung entsprach der ange- 
gebenen Formel. ; 

C,;,H,0,N, Ber. C 54,19; H 3,64; N 8,45. 

Gef.  D3,84; b4,13; 3,61; 3,90; 8,28. 8,36. 


In Alkalien ist die Verbindung nicht lôslich. Durch Oxydations- 
mittel wird sie leicht angegriffen; beim Erwärmen mit Salpeter- 
säure entsteht überwiegend Pikrinsäure, Kaliumpermanganat liefert 
Nitrosalicylsäure, Chromtrioxyd nicht, wie wir eigentlich erwar- 
teten, ein Xanthon, sondern 2,7-Dinitroxanthen-4,b-dicar- 
bonsäure C,,H,0,N, [IL] Bei ihrer Bereitung verfuhren wir 
folgendermassen: 2,4 g des Kondensationsproduktes wurden in 
24 cm Eisessig gelôst, mit einer Lôüsung von 2,4 g CrO, versetzt 
und aufgekocht. Nach dem Erkalten gab die Flüssigkeit, mit viel 
Wasser ausgefällt, einen krystallinischen Niederschlag, der neben 
der Säure unverändertes Ausgangsmaterial und geringe Quanti- 
täten eines hochschmelzenden, schwerlôslichen Kôrpers enthielt. 
Durch häufiges Umkrystallisiren aus Alkohol isolirten wir aus 
diesem Gemisch die reine Säure in langen, schwach gelblichen, bei 
110° schmelzenden Nadeln. 

C,;, H,0,N, Ber. C 49,9; H 2,24; N 7,79. 
Gef. 49,87; 50,16, 2,76; 2,50; 7,89. 


Wenn man die Säure in ätzenden oder kohlensauren Alkalien 
zu lüsen versucht, entweicht Formaldehyd. Aus der klaren, gelben 
Flüssigkeit scheidet Schwefelsäure eine neue Verbindung ab, die 
aus sehr verdünntem Alkohol in feinen, farblosen Nadeln vom 
Schmelzpunkt 228° krystallisirt. Die Analyse ergab dafür die 
Zusammensetzung C, H, 0, N: 

C,H,O,N Ber. C 45,895; H2,75; N 7,67. 
Gef, 45,99; 2,63; 7,91. 


Waren die Ansichten, die wir uns über die Constitution der 
Dicarbonsäure und des zugehôrigen Alkohols gebildet hatten, zu- 
treffend, so musste in der neuen Säure die b-Nitrosalicyl- 
säure [III] vorliegen. In der That stimmte unsere Substanz in 
allen Eigenschaften mit einem, aus Salicylsäure nach den Arigaben 
von Hübner’) dargestellten, Vergleichspräparat überein. 


1) Annal. d. Chem. 196,7. [1879] 
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In der von uns aufgefundenen Synthese substituirter Xanthene 
liegt eine bisher noch nicht beobachtete Vereinigung zweier be- 
kannter Reaktionen vor; sie enthält sowohl die in zahlreichen Ab- 
änderungen ausgeführte Darstellung von Diphenylmethanderivaten 
aus Formaldehyd und Substitutionsprodukten des Benzols, wie 
auch die neuerdings von Stôürmer*) beschriebene Gewinnung aro- 
matischer Oxyalkohole aus Formaldehyd und Phenolen. Nach 
Stôrmer entsteht aus o-Nitrophenol und Formaldehyd beim 
Kochen mit Salzsäure 3-Nitro-4-oxybenzylalkohol: 


EAN mess 


| ur +CH, (OH), = fé +H,0 


Se SA 


In ähnlicher Weiïse wird die Reaktion auch im vorliegenden Fall 
zunächst verlaufen : 


LS JS 


| + CH, (OH), — | | 
a 


Aber der Prozess bleibt nicht in dieser Phase stehen. Vielmebr 
reagiren zwei Moleküle des 3-Nitro-6-oxybenzylalkohols von neuem 
mit einem Molekül Formaldehyd: 


ON 


| IH5..,(0H),H | | : 


CH, OH + H,0 


7 1) Ber. chem. Ges. 84,2455 [1901]. 
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Und diese Verbindung geht, wie alle 2,2'-Dioxydiphenylmethane, 
durch Wasserabspaltung leicht in das cyklische Anhydrid, den 
von uns isolirten Kôrper, über: 


Nes PNaÉ 


HO.H,C CH,.0H 


Ob auch substituirte p-Nitrophenole sich nach dem vorstehend be- 
schriebenen Verfahren in Xanthene überführen lassen, miüssen 
weitere Versuche lehren, mit denen wir zur Zeit beschäftigt sind. 
Auf das o-Nitrophenol läft sich, wie wir bereits festgestellt haben, 
die Reaktion nicht übertragen. 


{ 1 * 


Ueber die Wanderung galvanischer Polarisation 
durch Platin- und Palladiumplatten. 


(Mit 1 Figur.) 


(Aus dem Universitätsinstitut für physikalische Chemie zu Gôttingen.) 


Von 


W. Nernst und A. Lessing. 
Vorgelegt von Herrn W. Nernst in der Sitzung am 22. Februar 1902. 


Ueber den Mechanismus der Stromerzeugung in den Oxydations- 
und Reduktionsketten hat der eine von uns !) folgende Anschauungen 
entwickelt. 

Oxydationsmittel vermôgen eine Platinelektrode mit Sauer- 
stoff, Reduktionsmittel mit Wasserstoff zu beladen; die erwähnten 
Ketten sind also im Grunde Knallgasketten. Je nach der Stärke 
des benutzten Oxydations- und Reduktionsmittels varürt auch die 
Stärke der Gasbeladungen und damit auch nach den bekannten 
Formeln die elektromotorische Kraft. 

Herr stud. F. Krüger äuBerte vor einiger Zeit gesprächsweise 
die Vermuthung, daB vielleicht bei der obigen Auffassung der er- 
wähbhnten chemischen Agentien ein Reduktionsmittel durch eine 
dünne Platinwand hindurch reduzierende Wirkung ausüben kônnte, 
indem der vom Reduktionsmittel abgegebene Wasserstoff durch 
die Platinwand hindurchwanderte. Bei der Langsamkeit der Dif- 
fusion in Metallen dürften diese Effekte wegen ihrer Kleinheit 
sich dem chemischen Nachweise entziehen; wohl aber war zu hoffen, 
daB der hindurchdiffandierende Wasserstoff sich durch seine elektro- 
motorische Wirksamkeit werde nachweisen lassen, auch wenn es 


1) Nernst, Theoret. Chemie IIT, Auf. S, 678. 
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sich um auf gewôhnlichem chemischen Wege nicht nachweisbare 
Quantitäten handeln sollte. 

In der That hat ja Helmholtz!') nach Versuchen von Root 
schon 1876 mitgetheilt, daf auf der einen Seite einer 0,02 mm 
dicken Platinplatte elektrolytisch abgeschiedener Wasserstoff oder 
Sauerstoff in sehr kurzer Zeit auf der andern Seite der Platte 
Wasserstoff- bez. Sauerstoffpolarisation ertheilen. Gewühnlicher 
an die eine Seite der Platte geleiteter Wasserstoff oder Sauerstoff 
hatten diese Wirkung nicht, was Helmholtz dadurch erklärte, 
daB ,in diesem Falle die elektrische Kraft fehle, die das Gas in 
die Platte hineintreibe“. 

Diese Auffassung ist jedoch im Sinne der osmotischen Theorie 
der galvanischen Kette nicht mehr aufrecht zu erhalten; das Po- 
tential einer Gaselektrode hängt nur von den Konzentrationsver- 
hältnissen in und an der Elektrode ab, gleichgültig ob es sich um 
elektrolytisch entwickelte oder gewühnliche Gase handelt, und 
man kann dementsprechend Platin ebensogut durch daran geleitete 
Gase wie galvanisch polarisieren. Nur mu man im ersteren Falle, 
um rasch stärkere Beladungen zu erzielen, dem Platin eine grofe 
Oberfläche verleihen, d. h. es platinirt anwenden. 

Zur näheren Prüfung dieser Auffassung und der Frage nach 
der Diffusion der Gase überhaupt erschien zunächst eine Vervoll- 
ständigung der wenigen Versuche Root’s wünschenswerth. — 

Die im Nachfolgenden angegebenen elektrolytischen Potentiale 
beziehen sich sämtlich auf die Wasserstoffelektrode in saurer (be- 
züglich der Wasserstoffionen normalen) Lôsung als Nullpunkt ; bei 
dieser Zählung ist, wie zur leichtern Orientierung bemerkt sei, 
das Potential eines Zinkstabes in verdünntem Zinksulfat ca. + 0,8, 
eine Sauerstoffelektrode in saurer Lôüsung —1,1 und eine Blei- 
hyperoxydelektrode in Schwefelsäure ca. —1,6 Volt, 


Versuche über die Diffusion elektrolytisch abgeschicdener 
Gase durch Platin. 

Zur Prüfung der Frage, ob es sich thatsächlich bei den von 
Helmholtz beschriebenen Versuchen um eine Diffusion handelt, 
wurde zunächst die Diffusionsgeschwindigkeit durch Platinplatten 
verschiedener Dicke untersucht. 

Für die Zeit, die verstreicht, bis eine gewisse kleine Quantität 
des Gases zur andern Seite der Platte gewandert ist, ergiebt eine 
einfache Dimensionsbetrachtung, die wir Herrn Dr. Zermelo ver- 
danken, Folgendes: 


1) Ges. Abh. I S. 884. 
Kgl. Ges. d, Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1902. Heft 2, 10 
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Die eine Seite der Platte sei andauernd auf konstantem Po- 
tential und damit auch auf konstanter Gaskonzentration y erhalten; 
die Beobachtung, daf das Potential einer längere Zeit schwach po- 
larisirten Elektrode auch nach Aufhôüren des polarisirenden Stromes 
sich nur sebr langsam ändert, berechtigt uns, für die Konzentration 
u an der andern Seite der Platte von der Dicke c 


ee 10 eue je € 

ox 
zu setzen, wo x die Richtung des Diffusionsstroms bezeichnet. Für 
æ — O0 ist also u = y. Ferner ist noch für té — 0 überall # = 0 


und schlieBlich gehorcht w der bekannten Differentialgleichung 


du , d'u 


& — * ox! 
Führen wir anstatt æ und # 
t 


x 
= — und © = —- 
c 


Le] 


ein, so bekommen wir die Bedingungen 
für £ = O0 wird # — y, 
a +. 4 OU 
für r = 0 wird u = 0 
und schlieBlich 


du _ ,0°w 

7 _* où 
Sel 

u = F(6, 7) 


das gesuchte Integral, so ist der Werth von rt, der an der Stelle 
£ — 1 gilt, eindeutig durch « bestimmt, d. h. es wird 


SE T = f(u) 
oder auch | 
7 = fu). 


Somit ist die Zeit, die verstreicht, bis an der andern Seite 
der Platte die Konzentration einen bestimmten Werth x ange- 
nommen hat, dem Quadrat der Dicke proportional. 

Was für die Konzentration « gilt, trifft natürlich auch für 
das dadurch eindeutig bestimmte Potential an der andern Seite 
der Platte zu. 
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Helmholtz und Root untersuchten ihre Platinplatten, in- 
dem sie ein U-Rohr in der Mitte auseinanderschnitten und die 
Platte als Scheidewand dazwischen kitteten. Um solche Kittstellen, 
die leicht AnlaB zu Versuchsfeblern geben kôünnen, zu vermeiden, 
benutzten wir ,Reagenzgläschen“ aus Platin von 4,2 cm Länge 
und 1,5 cm Durchmesser. Dieselben wurden etwa 3 cm tief in 
verdünnte Schwefelsäure getaucht und konnten so als Kathode 
oder Anode dienen. Soweit wie die Tiegel eingetaucht wurden, 
waren sie platiniert. Der Tiegel wurde dann durch eine Hart- 
gummischeibe gesteckt und mit Marineleim luftdicht eingekittet 
und oben mit einem ebenfalls eingekitteten Gummipfropfen ver- 
schlossen. Die Hartgummischeibe diente als Deckel des Gefäfes, 
in dem die Elektrolyse vor sich ging und sollte insbesondere ver- 
hindern, da Trôpfchen, die ja bei Gasentwickelung immer empor- 
spritzen, bis an den Tiegelrand spritzen kônnten. In das Innere 
des Tiegels wurde nicht, wie bei Helmholtz, ein einfacher 
Platindraht, dessen Potential ja ziemlich unbestimmt ist, gebracht, 
sondern eine Quecksilberelektrode, die in normale Schwefelsäure, 
die mit Mersurosulfat gesättigt war, tauchte. 

Eine solche Elektrode hat nach Wilsmore ein Potential von 
— 0,695 Volt bezogen auf Wasserstoff in normal saurer Lôsung. 

Der Tiegel wurde innen nur soweit mit der Lôüsung gefüllt, 
wie auBen die Platinierung reichte, damit eine hindurch wan- 
dernde Polarisation nicht von den Wandteilen, die daran nicht be- 
teiligt wären, depolarisiert würden. Im Uebrigen wurde der Tiegel 
luftleer gemacht. 

Die Quecksilberelektrode erwies sich jedoch auch nicht als 
praktisch, indem das Platin, jedenfalls in Folge der depolarisie- 
renden Wirkung des gelüsten Quecksilbersalzes, spontan das Po- 
tential der Quecksilberelektrode annahm. Es wurde darum das 
Innere mit normaler Schwefelsäure gefüllt und durch einen 15 cm 
langen capillaren Heber mit einem GefäB verbunden, in das ein 
Cadmiumstab getaucht wurde. Eine solche Cadmiumnormalelek- 
trode hat nach Wilsmore!) ein Potential von +0,457 Volt. 

Um die Wirkung der atmosphärischen Luft auf das Innere 
des Tiegels auszuschlieBen, mufte nun allerdings der Tiegel gänz- 
lich gefüllt werden. Die Depolarisation durch die Tiegelwände, 
die unbeladen sind, kann ja aber die Erscheinung nicht verwischen, 
sondern, wenn etwa die Oberflächen, die beladen und die unbeladen 
sind, gleichgroB wären, würden im äufBersten Falle in gleichen 


1) Wilsmore, Z. ph. Ch. 85 S. 300 (1900). 
I0E 
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Zeiten nur die halben Concentrationen beobachtbar sein, wie sonst. 
Bei der GrôBe der zu erwartenden Wirkungen würde selbst dieser 
äuBerste Fall unschädlich sein. 

Um aber ganz sicher zu gehen, wurde auch einmal die Helm- 
holtzsche Anordnung mit dem U-Robhr und einer Platinscheibe re- 
produciert. Hier ist natürlich die Wandoberfläche auf der Seite, 
wo elektrolysiert wird, ebenso groB wie auf der Seite, an der die 
Durchwanderung beobachtet werden: soll. 

Die letztere, dem Inneren der Tiegel entsprechende Hälfte 
des U-Rohrs wurde ebenso wie der Tiegel sorgfältig ohne Luft- 
blase gefüllt und durch den Heber mit der Cadmiumelektrode ver- 
bunden. 

Im folgenden sei nun, gleichgiltig, ob es sich um Tiegel oder 
Platte handelt, immer die Seite, auf der elektrolysiert wird, mit 
»auBen“ und die Seite, auf der die Diffusion elektromotorisch 
nachgewiesen werden soll, mit ,innen“ bezeichnet. 

Die Versuche wurden analog den Helmholtzschen so ausge- 
führt, daB das Potential innen gemessen, dann auBen polarisiert 
und wieder innen gemessen wurde, ob eine Veränderung des Po- 
tentials stattgefunden hatte. Aufen konnte durch eine Vergleichs- 
elektrode kontrolliert werden, welche Potentiale die Wand annahm 


(vgl. Figur). 
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Durch Verbindung der Punkte a und b mit dem Elektrometer wird das Potential . 
der inneren Tiegelwand, durch Verbindung von b und c mit dem Elektrometer, 
das Potential der äu$eren Tiegelwand gemessen. 


Die Potentialmessungen wurden durchweg mit dem neuen 
Dolecaleckschen Quadrantelektrometer !) vorgenommen, welches 
-sich auBerordentlich bewährte. Eine Depolarisation durch die Mes- 
sung selbst war so vüllig vermieden. Die Nadel wurde durch die 
städtische Centrale auf 220 Volt gehalten und dann das Elektro- 
meter mittels eines Weston-Elements geaicht; ein Skalentheil war 
rund 0,008 Volt; die Zehntel der Skalentheile konnten noch be- 


1) Zeitschrift für die Instrumentenkunde. 21. 846 (1901). 
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quem abgelesen werden, so daf also ‘1000 Volt mit Leichtigkeit 
gemessen werden konnte. Die Empfindlichkeit blieb über ein Viertel- 
jabr konstant, wurde aber trotzdem häufig nachgemessen. 

Die Wandstärke der drei untersuchten Platintiegel, sowie die 
Dicke der Platinscheibe betrug 0,3 mm. 

Nach Helmholtz ist nach fünf Minuten bei der 0,02 mm 
dicken Platte auf der ,Innen“seite eine Potentialänderung um ca. 
0,02 Volt bemerkbar, wenn auBen kathodisch polarisiert wird; bei 
einer Dicke von 0,3 mm sollte also nach etwa 19 Stunden dieselbe 
Wirkung eintreten. 

Tiegel I wurde in der angegebenen Weiïise mit einer Cadmium- 
elektrode gemessen. 


Aufen —0,938 V. 
Innen —0,660 V. 


Jetzt wurde aufen kathodisch polarisiert mit 0,025 A: das Po- 
tential war nach 2 Minuten 


Aufen “+0,004 V. 
Innen —0,660 V. 


Nach 21 Tagen, während welcher das Verfahren dauernd kon- 
trolliert wurde, war das Potential 


AuBen +0,022 V. 
Innen —0,67b V. 


Potential 


Tiegel II wurde ebenso hergerichtet und mit 0,05 A. ano- 
disch polarisiert. 
Vor dem Versuch waren die Potentiale 


Aufen —0,976 V. 
Innen —0,704 V. 


Nachdem zwei Minuten anodisch polarisiert war, waren die 
Potentiale 
AuBen —1,893 V. 
Innen —0,804 V. 
Nach 17 Tagen 
Aufen —2,110 V. 
Innen —0,793 V. 


Tiegel III war mit einer Quecksilberelektrode innen versehen 
und luftleer gemacht. 
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Das Potential war 
j Aufen —0,950 V. 
Innen —0,763 V. 


Nachdem 48 Stunden mit 0,08 A kathodisch polarisirt war, 
waren die Potentiale 
Aufen +0,025 V. 
Innen —0,760 V.; 


auf den letzten Versuch legen wir wegen der oben geäuBerten 
Bedenken weniger Werth. 

Die Platinplatte wurde gleichfalls kathodisch mit 0,05 A po- 
larisirt. Die Platte war nicht platiniert, hatte einen Durchmesser 
von 2 cm und war in ein U-Rohr von 0,8 cm lichter Weite einge- 
kittet. Vor Beginn des Versuches waren die Potentiale 


Aufen —0,920 V. 
Innen —0,806 V. 


Nachdem 46 Stunden kathodisch polarisiert war, waren die 
Potentiale . 
Aufen +01 V. 

Innen —0,798 V. 

Bei dieser Anordnung (U-Robhr) lief sich das Potential ,auBen“, 
während der polarisierende Strom flof, wegen des Potentialgefälles 
im Rohre nicht sicher méssen; die Messung fand also am Schluñ 
des ganzen Versuches statt, nachdem der polarisierende Strom 
gerade unterbrochen war. 


Obige vier Versuche zeigen deutlich, daB Diffusionserschei- 
nungen in der Stärke, wie sie nach den Helmholtzschen Ver- 
suchen zu erwarten waren, nicht eintreten. Trotzdem liefen 
sich die Helmholtzschen Versuche selbst, also Versuche mit 
Platinfolie, auch mit unserer Anordnung leicht verifizieren. Durch 
Platinieren der Folie kamen wir sogar zu weit deutlicheren Er- 
scheinungen. 

Eine Platinfolie von ‘0,036 mm Dicke wurde auf ein ca. 1 cm 
weites Glasrohr als VerschluB aufgekittet, wobei die Ränder der 
Folie an das Glas angebogen und äuBerst sorgfältig verkittet 
wurden. 

Das Robr wurde in’ verdünnte Schwefelsäure nur soweit ge- 
taucht, da die Flüssigkeit eben das Platin benetzte. Das Rohr 
war innen mit einer Quecksilberelektrode in analoger Weise wie 
früher ausgestattet, 
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Aus einer grofen Anzahl von Versuchen seien hier einige 
charakteristische angegeben. 
Die unplatinierte Platte wurde aufen kathodisch polarisiert. 
Stromstärke 0,07 A. 
Anfangspotential innen: —0,8b1 V. 


nach fünf Minuten —0,750 V. 
 : 3 —0,672 V. 
nach drei Stunden —0,054 V. 


Jetzt wurde die Platte anodisch polarisiert. 
Stromstärke 0,07 A. 
nach fünf Stunden innen —1,235 V. 
Jetzt wurde aufen zu der Schwefelsäure KMnO4 zugesetzt 
und der elektrische Strom unterbrochen. 


Anfangspotential : 
Aufen Innen 
—1,235 V. — 1,235 V. 
NACDYL PNR — 1,836 V 
see Mr pet ac — 1,353 V. 
L —1,401 V. — 1,883 V. 
br20' —1,540 V. — 1,538 V. 


Versuche, mit gegen die Platte geleitetem Wasserstoff oder 
Sauerstoff Potentialänderungen innen zu erhalten, erwiesen sich, 
wie bei Helmholtz und Root, erfolglos; die AuBenseite nahm 
eben, da sie unplatiniert war, nachweislich durch einfaches Gegen- 
leiten weder Wasserstoff-, noch Sauerstoffpotential an. 
Mit einer platinierten Folie von 0,036 mm Stärke erhält man 
dagegen folgende Resultate : 
Es wurde zunächst Wasserstoff aufen gegengeleitet : 
Potential 
Aufen Innen Zeit 
—1,048 —1,046 O0 0” 


097670. 62 20" 
— 0,897 es sl! gif 
7 NA —0,890 2 

— 0,302 PORC: 
6906 Nha 3! 920 
A Dei —0148 4! 45" 
220,100 VTC 6! 60” 
+. FE —0,136 8 656” 
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Jetzt wurde der Wasserstoffstrom unterbrochen und der Ap- 
parat vier Stunden sich selbst überlassen. Dann wurde atmos- 
phärische Luft aufen angeleitet. 


Anfangspotential 
AuBen —0,130 
Innen —0,134 
Nach 13 Minuten. 
Aufen —0,825 


Innen —0,771 


Aus diesen Versuchen geht nun deutlich hervor, da es sich 
um eine wirkliche Diffusion des Wasserstoffs oder Sauerstoffs durch 
die Platinfolie nicht handeln kann, es wäre sonst unerklärlich, 
warum bei stärkeren Platten die Erscheinung vüllig verschwindet. 
Man wird annehmen müssen, da immer in dünner Platinfolie Poren 
vorhanden sind, die Stromlinien hindurchtreten lassen. 

Ein Versuch, solche Poren direkt nachzuweisen, mislang, 
wahrscheinlich, weil es sich um äuBerst enge Poren handelte. Das 
Robhr mit der Platinfolie wurde nämlich in ein Gefäf mit einer 
Lôsung von Eisenchlorid getaucht. Nach drei Wochen wurde ver- 
sucht, im Inneren des Rohres Eisen chemisch nachzuweïisen, was 
aber nicht môüglich war. 

Versuche mit Palladium. 

Eine wirkliche Diffusion, deren Dauer nach dem vorigen dem 
Quädrat der Plattendicke proportional ist, wurde an Palladium- 
platten nachgewiesen. 

Untersucht wurden drei Platten von 0,2 mm, 0,6 mm und 
1,0 mm Dicke. Auch ein Palladiumtiegel, dessen Wandstärke etwa 
0,2 mm betrug, wurde zur Messung verwendet. 

1) Platte von 0,2 mm. 

Die Platte wird kathodisch polarisiert. 

Stromstärke 0,02 A. 


Potential 

Aufen Innen Zeit 
—0,560 V. —0,560 V. Okeex O7 

—0,560 V. l' 
—0,544 V. L'10" 

—0,220 V. 2! 

—0,143 V. 3’ 

—0,092 V. 6' 

—0,065 V. 10! 


— 0,050 V. —0,050 V. 35° 
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Der Strom wurde unterbrochen und der Apparat sich selbst 
überlassen, um auf eine etwaige Depolarisation des Luftsauerstoffs 
zu prüfen; eine Aenderung des Potentials konnte jedoch in einer 
Stunde nicht konstatiert werden. 

Jetzt wurde anodisch polarisiert 


Potential 
Aufen Innen Zeit 


—0,050  —0,050 0! 0" 


—0,073 2! 
—_0,110 20' 
ne LOOU re rar 21! 
— 0,359 Sa 0’ 
— 0,410 ün 0 


2) Platte von 0,6 mm. 
Die Platte wird kathodisch mit 0,05 A. polarisiert. 


Potential 
Aufen Innen Zeit 
—0,710 V. —0,710 V. 0200" 


POLY. 0 12 
—0,168 V. 26’. 


Strom unterbrochen und 30 Stunden stehen gelassen : 
—0,262 V. —0,126 V. 
Jetzt wird aufen eine saure Eisenchloridlôsung eingefüllt 


—0,636 V. —0,126 V.  010'0” 
—0,151 V. bn 20 


—0,193 V. 12: 
—0,667 V.  —0,217 V. 17 

—0,281 V. 41* 

—0,393 V.  100* 


8) Platte von 1,0 mm Dicke. 
Dieselbe wird kathodisch mit 0,07 A polarisiert, 
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Potential 
‘ AuBen Innen Zeit 
—0,720 V. —0,720 V. 0% 0' 0" 
—0,720 V. 36! 


—0,620 V. 38’ 
—0,495 V. 39 
—0,426 V. 40’ 
—0,208 V. 60’ 


—0,116 V. +. 


Strom unterbrochen und 24 Stunden stehen gelassen. 
Potential innen —0,079 V. 


Nun wird auBen mit 0,05 À anodisch polarisiert. Nach 1*30' 
ist das 
Potential innen —0,092 V. 


Da das Palladium bei starker anodischer Polarisation sich 
auflôst, wurde der Versuch abgebrochen. 

Stellen wir aus den drei obigen Versuchen die Zeiten zu- 
sammen, die bei den drei Platten erforderlich sind, um 0,1 Volt 
Spannungsveränderung ,innen“ zu bewirken, und berechnen wir 
aus dem dritten Versuch nach dem Diffusionsgesetz die entspre- 
chenden Werte, so ergiebt sich : 

beob. ber. 

I 1197 1.31 

IL + 1290". .13 39” 

HIDE MD 0060". 
Wie man sieht, kann man diesen vorläufigen Zahlen (genauere 
Messungen sind bereits im Gange) das Resultat entnehmen, daf 
die Wanderung des Wasserstoffs durch Palladium wenigstens in 
erster Annäherung den Diffusionsgesetzen gehorcht !). 

Anders steht es mit dem Sauerstoff; anodische Polarisation 
vernichtet zwar ein Wasserstoffpotential, sie vermag jedoch kein 
merkliches Sauerstoffpotential auf der andern Seite der Platte zu 
erzeugen. 


1) Herr Dr. Coehn machte darauf aufmerksam, da8 dieses Ergebnis in 
Uebereinstimmung steht mit der von Coehn und Dannenberg (Zeitschr. f 
phys. Chem. 38 p. 609 1901) festgestellten Thatsache, daB der Wasserstoff an 
Palladium, entsprechend seiner gro8en Diffusionsfähigkeit in diesem Metalle, um 
0,26 V. früher in merklichen Mengen entladen wird als am Platin. Diese Diffe- 
renz nimmt ab mit zunehmender Sättigung des Palladiums, s0 daB am wasser- 
stoffgesättigten Palladium der Entladungspunkt für Wasserstoff sogar hôher liegt, 
als am Platin. 
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So wurde die dünnste Platte drei Stunden lang anodisch po- 
larisiert und blieb auf ihrem Anfangspotential —0,77 Volt; als 
der Strom kommutiert wurde, war nach 1!/; Minuten —0,67 Volt 
erreicht, ein Beweis, daB am Apparat keine Stôrung eingetreten war. 

Die Wirkung der anodischen Polarisation durch die Palladium- 
wand hindurch hat man sich also nur als Zurückwandern des 
Wasserstoffs vorzustellen. Diese Wirkung kann, wie aus Versuch 
2 hervorgeht, auch durch ein Oxydationsmittel, wie Eisenchlorid 
hervorgebracht werden, obwohl dasselbe keineswegs spontan Sauer- 
stoff entwickelt, sondern nur ein Potential von —0,667 Volt der 
Platte erteilt. 


Untersuchung von Reduktionsmitteln. 


Das Hauptproblem dieser Arbeit, auf das wir nun experi- 
mentell kommen kônnen, lautet also jetzt specieller: 

Diffundiert nur das durch elektrolytisch abge- 
schiedenen Wasserstoff bewirkte Potential durch 
Palladium oder diffundiert jedes Wasserstoffpo- 
tential, sei es nun hervorgebracht durch elektro- 
lytisch abgeschiedenen Wasserstoff, durch gasfür- 
mig dagegen geleiteten oder durch ein Reduktions- 
mittel? 

1) Versuch mit dem Tiegel. 

Wasserstoff wird gegengeleitet : 


Potential 
Aufen Innen Zeit 
—0,719 V. —0,710 V. 0* 0’ 0” 
—0,426 V. 2! 
—0,150 V. 9’ 
— 0,300 V. 10”. 


Nachdem 1 Stunde lang Luft gegengeleitet wurde, war das 
Potential 


—0,640. V.  —0,628 V. 


2) Versuch mit der Platte von 0,6 mm Dicke. 

Wasserstoff wird gegengeleitet. 

Bei dieser Anordnung nahm die Platte aufen das Wasser- 
stoffpotential langsamer an, als der Tiegel, weil die Wasserstoff- 
blasen an der senkrecht stehenden Platte nicht so lange hafteten, 
wie an dem Boden des Tiegels. 
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Potential 

Aufen Innen Zeit 
—0,501 V. —0,491 V. 0* 0’ 
ODA TV EURE MEL 30’ 
—0,170 V. —0,821 V. 3h 


—0,180 V. —0,294 V. Br. 


Nach 48 Stunden langem Gegenleiten von Luft waren die 
Potentiale: 


—0,587 V.  —0,491 V. 


Die Wasserstoffpotentiale liefen sich, wie früher, ebenso leicht 
durch ein Oxydationsmittel, wie Eisenchlorid oder übermangan- 
saures Kali, vernichten. 

Es blieb nur noch übrig zu zeigen, daB auch der Wasserstoff, 
mit dem ein Reduktionsmittel das Palladium belädt, diffandiert, 
auch wenn das Reduktionsmittel nicht spontan Wasserstoff ent- 
wickelt, oder was dasselbe ist, wenn das Wasserstoffpotential 
unter O Volt bleibt. Ein Reduktionsmittel, das für diese Versuche 
geeignet war, war K4Co CNe in alkalischer Lôsung. 

1) Die Platte von 0,2 mm Dicke wird aufen mit K:Co CN6 
behandelt. 


Potential 
Aufen Innen Zeit 
—0,800 V —0,802 V 0* 0’ 0” 
TR rt —0,705 V 10’ 
=0,8152V: ©. SR 12’ 
Rss —0,689 V 15’ 
—0,612 V 20’ 
— 0,456 V. —0,55b V. 204. 


2) Die Platte von 0,6 mm Dicke wird aufen mit K4 Co CNe 
behandelt. 


Potential 
Aufen Innen Zeit 
—0,77 V. —0,750 V. 0 0’ 0” 
060 VEN ES e he 8’ 
 E.. —0,726 V. 20’ 


—0,367 V. —0,499 V.  23*. 
Durch Behandeln mit KMnO+ konnte eine deutliche Umkehr im 
Gange des Potentials innen nachgewiesen werden. 


8) Mit dem Tiegel wurden auch derartige Versuche angestellt, 
Der Tiegel wird mit K4 Co Cne behandelt : 


1204 
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Potential 
Auben Innen Zeit 
—0,772 — 0,772 0 
—0,3 — 0,614 16’. 


Nach Zusatz von K Mn Os: 
—1,495 —0,748 30; 
nach Zusatz von Ka Co CNs: 
— 0,35 —0,628 15’; 
nach Zusatz von KMn0O4 
—1,b —0,644 15’. 


Zum SchluB seien noch zwei Versuche erwähnt, die zeigen, 
daB Sauerstoff selbst nicht diffundiert, auch wenn mit K Mn O4 der 
Platte ein starkes Sauerstoffpotential erteilt wird. 


1) Die Platte von 0,6 mm Dicke stand Anfangs auf einem 
Potential 


Aufen —0,77 V. 
Innen —0,77 V. 


Nach 24stündiger Behandlung mit K MnO, waren die Potentiale 


Aufen —1,560 V. 
Innen —0,77 V. 


2) Die Platte von 0,2 mm Dicke stand anfangs auf 
AufBen —0,800 V. Innen —0,802 V. 

Nach 24stündiger Behandlung mit K Mn O4 waren die Potentiale 
AufBen —1,482 V. Innen —0,802 V. 


Diese Versuche lehren, da im Sinne der ein- 
gangs erwähnten Theorie der Reduktionsmittel die 
durch letztere erzeugten Potentiale sich bezüglich 
der Diffusionsfähigkeit wie direkt durch Wasser- 
stoff hevorgerufene Potentiale verhalten. 
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Resultate. 


1) Wenn einer Palladiumplatte auf einer Seite ein Reduktions- 
potential durch Elektrolyse erteilt wird, so wandert der Wasser- 
stoff, mit dem die Platte beladen wird, durch dieselbe. Für diese 
Wanderung ist die CREUSE mit den Diffusionsgesetzen 
nachgewiesen. 

2) Für Sauerstoff war eine SE Diffusion nicht nachweisbar. 

8) Bei Platin war eine Diffusion weder für Wasserstoff noch 
für Sauerstoff nachweïisbar. 

4) Das durch gasfôrmigen Wasserstoff oder durch Reduktions- 
mittel hervorgebrachte Potential diffundierte wie durch Elektro- 
lyse erzeugtes Potential; dies ist nur so zu deuten, daB auch die 
Reduktionsmittel das Palladium durch Abgabe von Wasserstoff 
polarisieren. 


Versuche über den elektrokalorischen Effekt 
beim Turmalin. 


Von R. Straubel. 


Vorgelegt durch W. Voigt in der Sitzung vom 21. Februar 1902. 


Wie zuerst von W. Thomson im Jahre 1877 auf thermodyna- 
mischem Wege bewiesen wurde, entspricht der pyroelektrischen Er- 
scheinung d. h. der elektrischen Erregung bei gleichfôrmiger Tem- 
peraturänderung ein reciproker Vorgang, nämlich eine Temperatur- 
änderung bei Variation des elektrischen Zustandes. Bringt man 
einen pyroelektrischen Krystall so in ein elektrisches Feld, daB die 
Kraftlinien vom analogen zum antilogen Pole laufen, so wird er 
sich erwärmen’, ist die Orientierung des Krystalles zum Felde die 
umgekehrte, so wird er sich abkühlen. 

Ueber diesen von der Theorie vorausgesehenen Effekt habe 
ich vor zwei Jahren an einem brasilianischen Turmalin einige 
Versuche gemacht, die in dem folgenden, obwohl sie nur qualita- 
tiver Natur sind, kurz dargestellt werden sollen. 

Von dem Turmalin wurden vier zur Axe senkrechte Platten 
von 0,2 em Dicke abgeschnitten. Je zwei Platten wurden über- 
einander gelegt und zwar das eine Paar mit den analogen, das 
andere mit den antilogen Polen nach oben. Zwischen die Platten 
des einen Paares wurden die ungeraden, zwischen die des anderen 
die geraden Lôtstellen einer selbstgefertigten, feindrähtigen aus 
10 Elementen bestehenden Thermosäule aus Constantan und Eisen 
gebracht. Die Thermosäule war durch (hydraulisches) Pressen 
zwischen zwei ebenen gehärteten Stahlplatten flachgedrückt und 
zum Zwecke der Isolation der dicht bei einander liegenden Drähte 
leicht mit Schellack überzogen. Platten und Thermosäule befan- 
den sich in einer zwischen zwei horizontalen Condensatorplatten 
stehenden Hartgummidose von 1 cm Hôhe und 12 cm Durchmesser, 
deren Mantelfläche die Enden der Thermosäule durchsetzten. 

Bei dem benutzten d’Arsonval-Galvanometer entsprach ein 
Skalenteil der Spiegelablesung 1,83.10* Ampère, oder, da der 
Widerstand von Galvanometer plus Thermosäule 8,59 Ohm betrug, 
167.107" Volt. Rechnet man die thermoelektrische Kraft der 
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Combination Eisen-Constantan zu 53.10 * Volt, so entspricht also 
ein Skalenteil einer Temperaturdifferenz der Lôtstellengruppen 
von 0,3.10 * Celsius. 

Die benutzte kleine einscheibige Influenzmaschine arbeitete 
entweder ,offen“ oder durch einen Holzstab geschlossen. Zwischen 
Influenzmaschine und Condensatorplatten war ein Paraffincommu- 
tator eingeschaltet, der auch erlaubte, die Condensatorplatten 
kurz zu schlieBen. Die Potentialdifferenz zwischen den 1,35 cm 
von einander entfernten Condensatorplatten wurde so hoch ge- 
halten, als es ohne Stôrung gieng; für die Mehrzahl der Beob- 
achtungen wurde sie zu ungefähr 30,000 Volt geschätzt; sie kann 
aber auch nicht unbeträchtlich davon abgewichen haben, da die 
Schätzungen — auf grund von Funkenlängen zwischen Kugeln von 
2 cm Durchmesser — nur vor und nach den eigentlichen Beob- 
achtungen vorgenommen wurden. 

Die Beobachtung verlief nun folgendermafien.  Sobald das 
elektrische Feld hergestellt wurde, begann ein Ausschlag des Gal- 
vanometerrahmens, der je nach der Feldrichtung die eine 
oder andere Richtung hatte. Dieser Ausschlag erreichte in 
ungefähr einer halben Minute sein Maximum, um weiïterhin in un- 
gefähr vier Minuten wieder auf Null herabzusinken. War dies 
eingetreten d. h. war keine merkliche Wanderung der Bilder mehr 
zu bemerken, so wurde commutiert, das Maximum des nach der 
anderen Seite erfolgenden Ausschlags beobachtet u.s. w. Im fol- 
genden wird eine solche Beobachtungsreihe gegeben; die Skalen- 
teile waren Doppelmillimeter. 

Umkebrp. Nullp. Umkehrp. Maximalausschlag. 


2394 
245,0 + B,6 
239,4 
235,0 Pda 
239,0 
243,6 4,6 
238,0 " 
232,7 —B3 
236,3 
240,6 +25 
236,6 
231,7 — 49 
235,0 
240,7 5,7 
237,0 Ke 
239,1 | — 4,9 
237,1 
241,4 +43 


M. —49 +49, 
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Die beiden Columnen rechts sind die durch Subtraktion des 
letzten Nullpunktes gewonnenen Ausschläge. 

Nachdem ein solcher Beobachtungssatz gemacht war, wurde 
das eine oder andere Plattenpaar herumgedreht, so daf also jetzt 
alle Platten ihre analogen Pole nach derselben Seite richteten. 
Unter diesen Umständen durfte sich bei Felderregung kein Aus- 
schlag zeigen, da jetzt für beide Gruppen von Lôtstellen eine 
Temparaturänderung von gleichem Sinne und gleichem Betrag ein- 
treten muBte. Von den Beobachtungen führe ich die auf die vor- 
hin gegebene folgende an. 


Umkebrp. Nullp. Umkehrp. Ausschlag. 


234.0 F 
44 0,4 
233,7 | ape 
_ 284,0 +03 
234.0 ! 
234,2 0,2 
234.0 Le 
233,7 0,8 
234.0 
2348 + 0,5 
934.4 
284.6 + 02 
2348 ; 
234,8 0,0 
234.0 ape 
234.0 0,0 
234.8 
234,3 —_OE 
234.6 
235,0 | +04 


MPEO1SE0T 


Aehnliche Resultate ergaben sich auch, wenn die Platten durch 
Neigen der Hartgummidose so bei Seite geschoben wurden, daf 
sie die Lütstellen der Thermosäule nicht mehr zwischen sich ent- 
hielten. Dies war aus dem Grunde bequemer, weil man hierbei 
die Platten nicht zu berühren und deshalb auf den thermischen 
Gleichgewichtszustand nicht lange zu warten brauchte. 

Bezüglich der Interpretation der Beobachtungen müôchte ich 
folgendes bemerken. Es scheint mir keinem Zweifel zu unter- 
liegen, daB wir es hier wirklich mit dem gesuchten electrocalori- 
schen Effekt zu thun haben. Dafür spricht erstens die Regel- 
mäBigkeit, mit der die Wirkung mit der Feldumkehrung ihr Zei- 
chen wechselte. In keiner der Beobachtungen ist der Zeichen- 

Kgl. Ges. d, Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1902. Hoft 9. 11 
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wechsel ausgeblieben. Ferner sind, wo keine Wirkungen zu er- 
warten waren, auch keine oder nur unbedeutende, unregelmäfige 
eingetreten. Und schliefilich sind die Beträge, so lange es sich 
um annähernd gleiche Feldstärken handelte, von nahezu gleicher 
GrôBe. Drei grôBere, relativ stôrungsfreie d. h. ohne stärkere 
Nullpunktsschwankungen verlaufende Beobachtungsreihen ergaben 
die Mittelwerte 4,3, 4,5, 4,1 Skalenteile (Doppelmillimeter). 

Das langsame Abfallen der Mäximalausschläge — bei con- 
stanter Potentialdifferenz der Condensatorplatten erfolgend — ist 
offenbar und in Uebereinstimmung mit von anderer Seite ver- 
tretenen Anschauungen in folgender Weise zu erklären. Mit der 
Herstellung eines elektrischen Feldes tritt gleichzeitig die Tem- 
peraturänderung in den Turmalinpaaren auf und zwar in dem 
einen Paare Temperatursteigerung, in dem anderen Temperatur- 
erniedrigung. Die Lôtstellen fangen an, den Temperaturänderun- 
gen ihrer Umgebung zu folgen und der Galvanometerrahmen be- 
ginnt zu wandern. Aber die elektrische Oberflächenleitung des 
Turmalins tritt mit dem Moment der Felderregung ins Spiel und 
compensiert durch Oberflächenschichten die elektrische Wirkung 
des Feldes auf den Turmalin. In dem Mafe, als dies geschieht, 
wird aber natürlich auch die Temperaturänderung rückgängig ge- 
macht. Der überwiegende Teil des thatsächlich auftretenden 
Temperaturausgleichs wird also wahrscheïnlich nicht durch Strah- 
lung oder Leitung (obgleich die metallische Verbindung beider 
Platten durch die Thermokette eine merkliche Wirkung üben 
dürfte), sondern durch den Rückgang der elektrischen Erregung 
bewirkt. 

Was die GrüBe der beobachteten elektrischen Temperatur- 
änderung anbelangt, so ist schlieBlich folgendes zu bemerken. Da 
das d'Arsonval-Galvanometer aperiodisch gedämpft war, so genügt 
es für den vorliegenden Zweck, die Ausschläge mit der halben 
oben für den Skalenteil angegebenen Gradzabl zu multiplicieren. 
Dies liefert für das gegebene Beïispiel für jedes Plattenpaar eine 
Temperaturänderung von 0,74.10 * Celsius, welche Zahl der Grô- 
Benordnung nach hinreichend mit dem von der Theorie geforderten 
Werte übereinstimmt. 


Jena, den 20, Februar 1902. 


Zur Theorie der Integralgleichung 
A(s,t)— A(s,t) = y LL A(é r) A(r, t) dr. 


Von 


0. Kellogg in Gôttingen. 
Torgelegt von Herrn D. Hilbert am 8. Februar 1902. 


Die Lüsung der genannten Integralgleichang nach der Neu- 
mann’schen Methode lautet: 


As, t) = Au;s; t) — A,+A,u+A,u+. . 
wo 
DA (0— CL 1A(s,s,)A(s,,s,)A(s,,5,) … A(s,_,,5,)A(s,,t)ds,ds.. ds, 
@) 
AS (s, = FA (St) 


ist; nach der Fredholm'schen') Methode dagegen wird dieselbe 
Function dargestellt als Quotient zweier ganzen transcendenten 
Functionen; EN PAT ER E # #4 


ges MAT (ns, 6), 
A(u;s,t) = tu) À 
Tu; s,t) = T,+Tu+Tu+:.. 
dust = 1+du+du+... 
sind. 
1) J. Fredholm, Üfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Fürhandlingar 


1900 Stockholm. 
11* 
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Le _ [ 'AGYS,), A(sus,) ... A(s,s,) ds, ds ds 
: 1 g + 
2) a) ae Si); NE A(5,,5) 


h 


ss Si), de 8) +... A(s,, 8) 
LR sis: 
T, — ue A(s,,$,), A(s,, 5) é A(s,,5,), A(s,, t) ds, ds, .… ds 
< ü) A($,, S,), A(s,, ,) JOpE A(S S3), A(sy t) 
8) . … oder One … 
ASS), AGIT ASE 5) AE) 
A(s, 8), A(s,8,) .... A(s,s,), A(s,t) 


h 


Die Vergleichung beider Formeln liefert: 
4) T, = A,+A,.,d,+A,,d,+...+Ad, (h = 1,2,38...). 


Diese Formel wollen wir nun direkt verificiren, womit ein 
neuer Beweis der Fredholmschen Formel erbracht wird. 

Da nun I, ein k-faches Integral (wie durch das (k) ange- 
deutet wird) über eine Determinante (h+1)* Ordnung ist, so ist 
natürlich zu versuchen, die h-fachen Integrale A,, À, ,d,,... A,d, 
als Integrale über Determinanten (k+1)* Ordnung zu schreiben, 
die sich so zusammenziehen, da gerade I, sich daraus ergiebt. 
In dieser Absicht werden alle folgende Umformungen ausgeführt 
werden. 


8 1. Man kann A, gleich ansehen als Integral über einer 
Determinante (h+1 )*" Ordnung !): 


À, = (-1), a A(s,5,) 0 … 0, 0 ds, ds, ... ds 
0 Les S3h +... 0 ? 0 de. 


De Curl HO sa 


und wenn wir die von null verschiedenen Elemente an dieselbe 
Stelle bringen wollen, die sie in 1, einnehmen, so müssen wir die 
erste Zeile zur letzten machen, was durch h - Vertauschungen ge- 
schieht. Es wird dann 


1) Da im Folgenden wir meistens nur mit h-fachen Integralen von © bis 1 
zu thun haben werden, künnen wir in diesen Fällen die Grenzen und das Zeichen 
(h) weglassen. 
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ART TO PRO ste 50 1700 
CTP EU Jo DL 7 


0 ? 0 ? 0 nropert () 
de en MO NA (6,0) 
AG5)es 0: 10 80 0, GA 
Das zweïite Glied der Formel (2) ist: 


A d,= (-1}= AG) A (us) … A(5,-ut)ds,, ds, … ds, >< fA(s,,8,)ds, 


und wenn man den Integranden wieder als Hauptdiagonalglied 


einer Determinante schreibt und h—1 Vertauschungen macht, so 
erhält man: 


AeteT1.0, A0.) 0 Re PRE SON ds,ds, … 
HO AG) 0 nn Cr 0 0 AUS 
Ja 0e , 0 SEEN Tr Oo 
0 L 0 0 0 ; 0 » A(S,_sst) 
DATE 0 PET 
A RC AU ROM 0 0 


und das kônnen wir mit A,, (5) gleich zusammenziehen, denn die 

zwei Determinanten sind gleich bis auf die zwei Unterdeterminanten 

An Ph 0e 11 re Creri) die dieselben Stellungen 
MED te tl4çs, A nds ” 


haben. Also addieren wir indem wir diese zwei Unterdetermi- 
nanten addieren. Die Summe ist: 
S. = A,+A,.d, F 


[ 007 A(5,,52), 0 ie" 0 ) 0 1 0 Fe ds, 


D O0CEAE 50 QT 0-2: 
0 , 0 ’ AR 0 ) 0 


0 
0 D AO nr As), Al, 0) 
OR PO PP OS, 2 0 AE SOA (sr) 
[4(85), 0 , 0 VA RU T0 

8 2. Achnlich wie vorher findet man 
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Aid, — 


nf CAO) 0 Are, JOdbh, OU: 
O0 4 Ass) in ne Os 0e 400 0 


© 
© 


ds,ds, 
5, 


OK, ORAN 0. 2. A(6,-18-2) OS SR ENNUT 0 
DOME D Dis On 05 0 OT 4000 
00,201 + 0 0.551080 (0) lonet(f. ob DAC ess 0 
On 0e, 180 0 HAGESLNAGSSE),-) 0 
Ass). 0 00 0 ï OL #20 0 


Wenn wir jetzt dieses Integral zu (6) addieren wollen, so 
müssen wir beachten, daB in den zwei Determinanten, die fol- 
gende zwei Unterdeterminanten 3. Ordnung: 


A(5,38,.) © œk, = |A(5,,,8,,), 0 1 EU 


8) 0 ASS), ASE?) A(s, sua) As RASE, 0) 
0 , A(S, 53) » A(S,, t) A(s,,8,), A8) À(8,;t) 
FLDUOË 62 012. 46) et (CT CRE. 
9) |4(5,,5,.), A(s,8,), 0 ASS, SN AG RES) AGE) 
ASS) .A(ss) ;. À A(S,5,) : A6). ,4(6,0 


denselben Factor, A(s,s,) A(s,,s,) ... A(s,,,5,), den wir mit 
f(s, 8, ... 8,.,) bezeichnen, haben. Es kommt daher darauf an, diese 
Unterdeterminanten auf geeignete Weise zu addieren. Hierbei 
wollen wir erreichen, da kein Element in der so entstehenden 
Determinante gleich null ist (vergl. I) und auch, da die Deter- 
minante (8) den Factor } erhält. Also fügen wir zu (8) hinzu 


0 ,4(s,,s) 0 
9) A(s,, #,,) A(S, CAR A(s,_» t) 
A(s,, 8,1) A(Sw 5); AS t) 


Die Lücke wird dabei ausgefüllt, und der Werth von (8) verdop- 
pelt, weïl (9) genau gleich (8) ist, abgesehen von der Benennung 
der Integrationsvariabeln. Um dies einzusehen, braucht man nur 
die zwei ersten Reiïhen und die zwei letzten Zeïlen zu vertau- 
schen und s,, mit s, zu vertauschen, was nichts an die Werthe 
der Integralen ausmacht, da f{s,s, ... s,_,) 5, und s, nicht ent- 
hält, Wir bekommen also 
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8, = A,+A,,d,+A,,d, Er 
{8 OP AIR O0 0 AT PE QT Re 410 tte 00 DM Ge de 0,2 
A 2 gt tag tre M ve nr LE 


29] ++ 


110720 AGREE), 0 1024 0 
von? 0,20 Jr As 23), As) a (et) 
QUO D Im 465, 2 46e) 40 
IE A PEER à Ur AE ER ), AS), AGIT) 

A(5,8,},7 «06, D Dh, Ogre 70 pre 


$ 4 Man sieht jetzt ein, wie man schrittweise I, aufbaut 
aus den Gliedern der Reiïhe A,+A,,d,+--:+A,d,. Der Voll- 
ständigkeit des Beweises wegen aber wollen wir durch ,,vollstän- 
dige Induction“ die Richtigkeit des allgemeinen Schrittes darthun. 
Sei also die Summe S, bereits aufgebaut: 


DD AS}. 0 : 0 er ti0 ds, 


..… 


DU SD M SUR Ends 2e ren en O ie 45 8 0 


10) 
OPA DE D. 0 AS nt eue Al ml) 
UT Each dé Lors 0 AE Sim Aout) 
AR ONU... 0e DR OS 
Dann addieren wir hinzu 
"um du — 
1) 11 A(S 5) NOTA 7 () 7%, 0 ds, # h.2 
LT: VAE 
(=n—1) 0 ; A(5,,5,) …. 0 , 0 
- .. .… . . < 


D AUD... Afs, st) 0 
| 0 ) 0 Qc 0 ; A(S,-» t) 
1 l A(S,.., 5.) A(S,_ 8,1) sislete A(5,.,,5) [ds us siele 


75 ... ds, 
(n x 1)! (n+1) A(S,_ 45, y (8,811) DOICE A(S,.15) j 


LE] 


Are) de 0000 ef, Ass) 
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Denken wir dies nun in eine Determinante zusammengezogen, in- 
dem wir die zweite unter und neben dem letzten Element des 
Hauptdiagonals der ersten, d. h. als (4—n+1)* bis (+1) Zeiïlen 
und Reïhen schreiben, und die übrigen Stellen mit Nullen aus- 
füllen. Wir wollen aber dies 4, ,_,4,,, in der Form haben 


As = 
1 à OR AT 002, 0 NU RU TE CU POS 
G+DIJ Lo OÙ Are) 430 1010 Brno 406 a | 
RO US UDC A1.) 0 re SUR UT 
qe , : 0 RO 0 M ET 
à 0 08.10 4. 0 de Se, NEA, 8), M0 
Ur SEE 0, F0 re 0 AU ln AS) 0 
ASE EU _ OE 0 ho Da t--0 oi be = US Ce 


wo die Elemente geordnet sind wie in 1}. Um diese Anordnung 
zu bekommen mufBten wir 


1) die (4—n)* Reïhe zur (k+1)* machen; 
h+1—(h—n) ri Zeichenwechsel — 
2) die 1* Zeiïle zur letzten, (k+1)*", machen; 
h+1 —1 — k Zeichenwechsel. 


Im ganzen also haben wir die Determinante mit (—1)*"* multi- 
pliciert. Da aber das Vorzeichen schon (—1)""! war, so ist es 
+ geworden, und die Richtigkeit der Formel (1) ist erkannt. 
Nun wollen wir 8,+4,,,,4,,, bilden, und zeigen, dafi dies 
genau die Form vons, hat wo wir überall n+1 statt 
n haben. Dazu bemerken wir, daB die Integrande in $, und 
A, bis auf eine gewisse Unterdeterminante (n+1)* Ord- 


h-n-1 


nung und den Factor Las gleich sind : 


n+1’ 
Integrand S, — f(s,s,...s,.,.,) < 
A(S,.. 8.) 0 .. 0 | 
19) 0 ,AGon)..4(9| 


0 ’ A(s, Sn-nt1)1 rte A(s, d), i 
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Integrand A,,,4,, — 
OU ep hemaigr de 47e + A 


1 fs, s $ ) 
rer nu À CHSAEIQONL es 
(n+ 1) É M8): Doi 85) 0 


A(Ss Sn) « ph 5) ; 0 
Sue nien..s.) NT A ME te 5 
(n + ) A(s Herr DAT 83) A(s Sn 2h 


A(s,, CAEN EE sas Sn HAE ) | 


Wie in dem Falle # — 1 wollen wir die zwei Determinanten, die 
in (12) und (13) vorkommen, so addieren, daB die entstehende De- 
terminante lauter von null verschiedene Elemente besitzt und, 


daB die Determinante in (12) den Factor à À erhält. Wir er- 
setzen daher die erste Reïhe dieser Determinante mit 


A, Sn- “) 


A(s,,, La | 


A(S Sr) 
wobei wir ihren Werth nicht ändern. Wollen wir aber die erste 
Zeïle As s.):0, 522 0,0 
durch AGE PEAR (ET PSE) AS 5) 0 


ersetzen, so wird der Werth der Determinante mit (n + 1) multi- 
pliciert. Denn die Determinante (12) ist von der (n+2)* Ord- 


nung. Also haben wir (n +2)—2 Elemente, die Null waren, durch 
von null verschiedene Elemente ersetzt, d. h. wir haben »-Deter- 
minanten vom folgenden Typus addiert : 

- 0 sens 0 CAES AE 0), 0 ie M0 


En li: ss: CARE) À 0 A dre Een t) 


a . 
46, bis hais dits De D À 0 ? A(s» Emi) a ne o 
Wenn man nun beachtet, daB die s,., ...5, PR nee 40 
liche sind, die nicht in /{(s,s, ... s,,.,) vorkommen, so sieht man, 
daB diese Determinante der ursprünglichen genau aequivalent ist, 
denn man braucht nur die erste Reihe mit der (#+ 1)" zu ver- 


l 


(a +1)! 


ji 
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tauschen, s,.,.,, und s,, zu vertauschen, und die zweite Zeile mit 
der (m+2)®, um vollständige Uebereinstimmung zu haben. Es 


ist also geworden 
L 
Integrand 5, — MT 1 ee D) ee 


AS, 5nn); A(Si-n Snus)- +. A(s,.uS), 0 


14) A(Sn-us San) 3 A(Snu Snuts) ES 5) Rr : 


A(s, vu) A(s, But) % ps Ki 46 ) 
Wir kônnen nun die Formeln Ee und (14) àäddieren und inte- 
grieren : 


S,+ 4, dun = 


O0 ,A(s,s8), O0  .... 0 ; 0 dx. 0 ds, ds 
0=.51,40 Hey dogs) 0 : 0 nr 0 Se 
ONE NU. AGE ET, 0 ue 0 
OUR. OL 0 En FRE FE FRS t) 


Je O LL, 0e. 0 AE a 4 mr 
ASS D ONE EMOT EEE 0 ù 0 RE 0 


Da dieser Ausdruck aus $, durch Vertauschung von # mit #+1 
erwächst, so ergiebt sich 


S, + À in du == SES 


die zu beweisende Recursionsformel. 


8 4 Um den Beweis vollständig zu Ende zu bringen, setzen 
wir in 6,, n = h—1. Alsdann erhalten wir 


S,, = A,+A,,d, Ad = 
1 1 | O ,A(s,s,), 4(s,5,) ..…. À(s,,5,), A(s,,t)| ds,ds, ..… ds, 
0 » A(5; 83) A(s, $3) eee A(s,, S}) A(s» L) 


O , A(s,,5,), A(s,,5,) ..…. AÀ(s,5,), A(s,, t) 
AS,6,) à Où AU is HO RO 
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Hierzu wollen wir addieren: 
À,d, = 
st { DA, A(6%5,) —. A(8,8), 40 2 de de ds 
# ASS) ASS), ;8,) 20 


16) 
A(s, si) A(s;, 8) -... A(s,, Sn) 0 
0 0 Re Dis De A(s, t) 


Zu diesem Zwecke schreïben wir die geeigneten Elemente in die 
erste Reïhe der ersten Determinante, und in die letzte Reiïhe der 
zweiten Determinante. Dies ändert die Werthe beider nicht. 
Wollen wir aber die letzte Zeile der ersten Determinante durch 


A(s,s,), A(s,5,) .... A(s, 5), 0 


ersetzen, so müssen wir beachten, da wir dabei den Werth des 
Integrals mit k multiplicieren, denn die so hinzugeftügte Deter- 
minanten sind, nach der Integration, der ursprünglichen genau 
gleich, denn sie unterscheiden sich von ihr nur durch die Benen- 
nung der Integrationsveränderlichen. Alsdann künnen wir die 
veränderten Determinanten in (15) und (16) addieren, indem wir 
ihre letzten beiden Zeïilen addieren. Es kommt dabei heraus 


A,+A,,d,+ + À,d, = 

1 f | AGu8) Ale) AG a) A, D du ds … du 
l 

Aus), 4605) ..… A(6, 5), AGn 0 

ASS }AG,, Se. OA (ss y A (s01) 

A(6,8,);"A(s;s,) .MA(s;s,), A(s,t) 


= I, wie wir zeigen wollten. 


$ 5. 

Eine nützliche Anwendung des Vorgehenden bezieht sich auf 
den Fall wo À(s,t) eine logarithmische Unstetigkeit längs der 
Linie s — t hat, also die Form hat: A(s,f) — log |s—t|+ stetige 
Function von s und t. Hier verlieren die Formeln (2) und (3) für 
die Coefficienten des I'- und s-Reïhen ihren Sinn, weil in den 


que 
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Hauptdiagonalgliedern die Argumenten von À(s,t) gleich sind. 
Diese Unannehmlichkeit kann man vermeiden, wie durch einfache 
functionstheoretische Ueberlegungen gezeigt wird, indem man eine 
neue À-Function definiert : 


AX(s,t) = A(s,t) für é = 
A(s,5) = 0 | 


und die I- und Ô-Reïhen gerade wie vorher bildet. Bezeichnen 
wir diese neue Functionen mit I'* und 0*, so sind I'* und 0* zwar 
von T' und Ô verschieden (z. B. 0* fehlt das Glied in u), der Quo- 
tient su aber ist genau gleich dem Quotienten _ Dies folgt 
aus einer directen theoretischen Betrachtung der Functionalglei- 
chung und ïihrer Lôsung: es ist aber auch eine Folge der eben 
bewiesenen formalen Identität dieses Quotienten mit der Neu- 
mannschen Reïhe, deren k-ter Coefficient gegeben ist durch 


A, = (-1} f'A( 5) AG, 5,) ….. A(sut) ds, ds, …. d9, 


(h) x 
denn dieser Ausdruck ist von À(s,s) frei, und daher kônnen wir 
für alle Er PET wo der Quotient allein in Betracht gezo- 


ersetzen. 


gen wird, — EE dre 2 


Lane wir jetzt die Voraussetzung, da A(s,f) endlich sei, 
wieder in Kraft treten, und wollen wir wieder die Elemente 
A(s,s) in den Determinanten durch Null ersetzen, so ist es unent- 
bebrlich zu wissen, da die Nullstellen von ô*{(u) dieselben sind wie 
die von ô{u). DaB dies der Fall ist, sieht man folgendermafen 


ein. Für jede Nullstelle von (y) hat 7 ) einen Pol, denn ist uw, 


eine Wurzel von I{u) — O0 von der Ordnung m, so ist sie eine 
Wurzel von ô(u) — 0 von der Ordnung m+1 mindestens. Also 


hat auch PB) = TU) 


du)’ d(u) 
aber T'*{u) eine ganze transcendente Function von y ist, so mu hier 
d*{(u) eine Nullstelle haben. Auf demselben Wege schlieft man, 
daB alle Nullstellen von d*{u) auch Nullstellen von ô(u) sind, daf 
also die Nullstellen von beiden Functionen übereinstimmen. 

Neuerdings hat Herr Haskins gezeigt, dass der Factor, der 
pl A(,s)ds ist, 


einen Pol für eine Wurzel von du). Da 


8* von Ô (bezw. I* von l') unterscheidet gleich e'* 
Dies ist ihm gelungen indem er auf die Reïhe 


de 
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d(u)A +du+du+.. 
(bezw. Tu) = I +Tu+TDu+..:) 


einen bekannten Determinantensatz anwandte (Cf. z. B. Burnside 
and Panton: Theory of Equations, 3 Ed., $. 264) und der Thatsache 
Gebrauch machte, dass die Integrationsveränderlichen s,, 8,...8, 
gewisse Vertauschungen zuliessen, wie wir es in dem Vorherge- 
henden gesehen haben. Dann erschien ô(u) als Product der Ex- 


ponentialreihe für sAtns und der Reiïhe für d*{(u). 


Ueber die Minimaleigenschaft der Kugel. 


Von 
J. 0. Müller in Gôttingen. 


Mit 1 Figur im Text. 


Vorgelegt durch Herrn Hilbert in der Sitzung am 8. März 1902. 


Um den Satz zu beweisen, daB die Kugel kleinere Oberfläche 
besitzt, als jeder andere Kôrper gleichen Volumens, sind bisher 
zwei Wege eingeschlagen worden : 


Herr H. A. Schwarz!) lôst die Aufgabe auf in zwei Auf- 
gaben, indem er zunächst zeigt, da8 die Oberfläche eines Rota- 
tionskôrpers von gegebenem Volumen stets kleiner ist als die 
Oberfläche eines anderen Kôrpers von demselben Volumen und 
sodann den Nachweis führt, da8 unter allen Rotationskôrpern 
desselben Volumens wiederum die Kugel derjenige der kleinsten 
Oberfläche ist. 

Herr H. Minkowski?) gelangt dagegen zu seinem Beweise 
durch Anwendung gewisser von ihm für convexe Polyeder be- 
wiesener Sätze. 

In ïhren Voraussetzungen unterscheiden sich diese beiden Be- 
weise sehr wesentlich darin, da Herr Schwarz, ohne seinen 
mit der Kugel zu vergleichenden Flächen irgendwelche gestalt- 
liche Einschränkungen aufzuerlegen, voraussetzt, daB sie eine sich 
stetig ändernde Tangentialebene haben, während Herr Min- 


1) H. A. Schwarz, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Güttingen 1884, p. 1: Gesammelte mathematische Abhandlungen II, p. 327. 

2) H. Minkowski, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Güttingen 1897, p. 209: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung IX, p. 116. 
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kowski lediglich convexe Flächen betrachtet und dabei vôllig 
von der Existenz einer Tangentialebene absieht. 

Obgleich nun offenbar das in Rede stehende Problem — we- 
nigstens für Flächen mit stetig variierender Tangentialebene — 
ein Problem der relativen Maxima und Minima von Doppelinte- 
gralen ist, hat man es doch noch nicht als ein solches angegriffen. 
Denn wenn auch der zweite Teil des Schwarz'schen Beweises im 
Wesentlichen mit der Variationsrechnung geführt ist, so genügen 
doch, da es sich hierbei nur um Rotationsflächen handelt, schon 
die Sätze aus der Variationsrechnung der einfachen Integrale. 

Auf Veranlassung des Herrn D. Hilbert habe ich daher in 
meiner Inauguraldissertation versucht, den genannten Kugelsatz 
direkt, d. h. ohne Zwischenschiebung der Rotationsflächen, aus 
den allgemeinen Principien der Variationsrechnung heraus zu be- 
weisen. Da es mir nicht gelang, die Rechnungen des Herrn G. 
Kobb!) für das vorliegende Problem zu verwerten, sah ich mich 
genôtigt, selbst eine allgemeine Theorie der isoperimetrischen 
Probleme bei Doppelintegralen auszuarbeïiten unter bestän- 
diger Berücksichtigung ihrer sofortigen An- 
wendbarkeit auf das Kugelproblem. Durch Uebertra- 
gang der von Herrn D. Hilbert?) in der Theorie der abso- 
luten Maxima und Minima von einfachen und Doppelintegralen 
gegebenen Darstellung des WeïerstraB’schen Kriteriums auf das 
isoperimetrische Problem bei Doppelintegralen gelangte ich 
in der That zu einer allgemeinen Theorie dieser Aufgaben, die 
sich ohne Weiteres auf das specielle Problem der Kugel anwen- 
den läft. Dabei benutze ich, der grôBeren Anschaulichkeit hal- 
ber, an Stelle der allgemeinen GauB’schen Coordinaten räumliche 
Polarcoordinaten, woraus sich eine durchaus nicht in der Na- 
tur des Beweises liegende Einschränkung auf von einem 
Punkte aus convexe Flächen ergiebt, die ich bei Darstellung 
der allgemeinen Theorie der isoperimetrischen Probleme von Dop- 
pelintegralen fallen zu lassen gedenke. 

Ich will nun im Folgenden kurz den Gedankengang meines 
Beweises darlegen, ohne alle einzelnen Behauptungen selbst zu 
rechtfertigen, wofür ich vielmehr auf meine Dissertation und eine, 
demnächst in den mathematischen Annalen erscheinende, umfas- 
sendere Untersuchung verweise. 


1) G. Kobb, Acta mathematica XVII p. 321—348. 
2) D. Hilbert, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen 1900, p. 292—294, 


AU 


178 J. 0. Müller, 


L 


Die Hauptschwierigkeit für den Beweis lag in der Verallge- 
meinerung der bei isoperimetrischen Problemen einfacher Inte- 
grale !) auftretenden sogenannten , WeierstraB’schen Construction“ 
auf Doppelintegrale, welche ich hier zunächst auseinandersetzen 
môchte. 


Es bezeichne Æ° eine ganz im Endlichen gelegene, geschlos- 
sene und singularitätenfreie Fläche, die das Volumen 4x ein- 
schlieft und durch eine Gleichung der Form: 


r — r(0,) 


darstellbar ist, wo r,9,9 die räumlichen Polarcoordinaten sind und 
r(6,) eine Function von 8 und ist, welche auch noch stetige erste 
Ableitungen nach 0 und y besitzt. Ferner môüge die Fläche F die 
positive z-Axe in der Entfernung 1 vom Anfangspunkte normal durch- 
stoBen. Es liegt nach dieser Darstellung der Anfangspunkt O0 des 
Coordinatensystems im Innern der Fläche, und die z-Axe schnei- 
det, wie jede andere durch 0 gelegte Gerade, die Fläche F — 
. welche ich Vergleichsfläche nenne — in zwei und nur in zwei 
Punkten. Zur Construction des Feldes benutzen wir die Kugeln, 
deren Mittelpunkte alle auf der z- Axe liegen. [c,w] bezeichne 
dann die Kugel vom Radius w, deren Mittelpunkt den Abstand c 


1) Vergl. A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung $ 36. 
1%2# 
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von 0 hat, wobei € positiv zu rechnen ist, wenn der Mittelpunkt 
auf der positiven, negativ wenn er auf der negativen Seite der 
z-Axe liegt. 

An jeder den obigen Bedingungen genügenden Vergleichs- 
fläche F nehme ich nun die folgende Construction vor. Ich lasse 
die Schnitteurve C,, jeder durch die z-Axe gelegten Ebene y — 
const mit der Fläche F um die z-Axe rotieren und führe an der 
so erhaltenen Rotationsfläche Æ,, die von Herrn Schwarz in 
$ 4 seiner oben citierten Abhandlung als môglich nachgewiesene 
WeïerstraB’sche Construction aus, d. h. ich construiere über dem 
zu jeder Coordinate 0 gehürigen Parallelkreise P® von F,, den- 
jenigen nach der Seite wachsender + hin geschlossenen Abschnitt 
der Kugel [c,u], dessen Jolnmen 3 gleich dem Volumen des 
durch den Parallelkreis Vo nach der Richtung abnehmender z 
hin begrenzten Teiles He Rotationsfläche F,, ist. Dadurch 
ist jedem Punkte einer jeden Vergleichsfläche F eine der "*-Ku- 
geln {c, u] zugeordnet. 

Bezeichnet dann © den Winkel, welchen in jedem Punkte der 
Fläche F die Flächennormale mit der Normale der diesem Punkte 
nach der angegebenen Construction zugeordneten Kugel [c,u] in 
diesem Punkte bildet und ferner w den Radius der dem Schnitt- 
punkte von F mit der negativen z-Axe in der Ebene q9 —  zu- 
gehürigen Kugel, so gilt für jede unsern Voraussetzungen genü- 
gende Vergleichsfläche F die Identität : 


(Dre à . [cos de = 8x2 f'udy, 


wo das Integral links über die ganze Fläche F zu erstrecken ist. 


2, 
Diese letzte Behauptung beweise ich folgendermafen : 


Jedem Punkte unserer Vergleichsfläche Æ ist nach unserer 
Construction ein gewisser Winkel © zugeordnet, der durch 
die Fläche F und unser Kugelfeld [c,u] vüllig bestimmt ist, 
und dessen Cosinus sich leicht als Function der beiden dem 
betrachteten Punkte von Æ zugehürigen Flichenelemente 
(r,0,p,rpre) und (r,0,,p,a). der Fläche F und der zugehÿ- 
rigen A [cu] ausdrücken läft. : Durch Einführung dieses 
Ausdrucks für coso m 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Msth.-phys. Klasse. 1002. Hoft 2, 12 
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J = [cos o de +2 [u*dp—4x 


nimmt dieses die Form eines über die Fläche F erstreckten Ober- 
flächenintegrals an; es wird nämlich: 


J = [f(4+Br+ Tv) dd, 
0 0 


wo v das von der oben eingefübrten Rotationsfläche F,, und dem 
Kreiskegel 3 — 4 eingeschlossene Volumen und 4, B,T" gewisse 
Functionen ven 8,r,v bedeuten. Die Art und Weise, wie wir die 
Kugeln [c,w] den Punkten von F' zugeordnet haben, macht nun 
zunächst p und q und dadurch auch 4,B,I"' genau zu solchen 
Functionen in 6,r,v, da8 J unabhängig von der Integrationsfläche 
F wird. 

Dieses Resultat ist die Verallgemeinerung des von Herrn D. 
Hilbert in der Theorie der absoluten Maxima und Minima auf- 
gestellten Unabhängigkeitssatzes. 

Durch specielle Wahl der Integrationsfläche F' bestimmt sich 
sodann leicht der Wert von J als 4x, womit unsere Gleichung 
(1) bewiesen ist. 


3. 


Von der Gleichang (1) ausgehend, beweist man nunmebr den 
in Frage stehenden Kugelsatz folgendermafen. 
Zunächst drückt sich das vorgeschriebene Gesammtvolumen 


V = $zx 
der Vergleichsfläche F durch w in der Form 
27% 
V = 4x = 3 L u° do 


aus, und die Theorie der isoperimetrischen Probleme einfacher 
Integrale ergiebt dann leicht, da8 für alle diese Gleichung be- 
friedigenden w 


En, 22e Ron) 2 fhdp < 4x 


ist. Zusammen mit der Gleichung (I) liefert diese Ungleichung 
(I) somit : 


(D... 8= fs Z f cosw de = 8n—2fWdp > 4, 
Fr 7 ( 
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worin S offenbar die Gesammtoberfläche der Vergleichsfläche F 
bezeichnet. Dabei gilt das Gleichheitszeichen in der ersten Un- 
gleichung (III) nur für den Fall, da8 auf der ganzen Vergleichs- 
fläche überall © verschwindet, ein Fall, der, wie ich weiterhin 
zeige, nur eintreten kann, wenn F genau die Kugel vom Radius 
list. 


Hiermit ist aber der gewünschte Beweis erbracht. 


12* 


Polarlicht-Beobachtungen in Gôttingen. 
Von 
E. Wiechert. 
Vorgelegt durch W. Voigt in der Sitzung vom 8. März 1902. 


Mit Unterstützung der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen unternahm ich es schon vor einigen Jahren, von Gôttingen 
aus das Polarlicht zu beobachten, bei der Ungunst der äuBeren 
Verhältnisse leider ohne Erfolg. Der beständig vorhandene leichte 
Dunst, welcher theils von dem Getriebe der Stadt herrührt und 
theïils durch die Thallage Gôttingens bedingt ist, wird von den 
Gasglühlichtlampen der Strafen und des Bahnhofes so hell er- 
leuchtet, daB zarte Erscheinungen am nächtlichen Himmel unter- 
drückt werden. So muBte denn die Hoffnung auf den Neubau der 
geophysikalischen Warte auf dem Hainberge auBerhalb Gôttingens 
gerichtet werden. Das Hauptgebäude derselben mit der für die 
Beobachtungen sehr geeigneten Plattform konnte im Herbst vorigen 
Jahres bezogen werden. 

Ich hegte die Ansicht, daB das Polarlicht in unseren Breiten 
eine viel häufigere Erscheinung sei, als gewühnlich angenommen 
wird, indem nur die besonders auffälligen Phänome bei den mannig- 
fachen Stôrungen genügend hervortreten. So lieB ich zur Er- 
zielung einer einfachen und sicheren Beobachtungsmethode ein 
Spektroskop von ungewôhnlicher Lichtstärke und in geeigneter 
Montirung durch die hiesige Firma Voigt und Hochgesang 
(Inhaber R. Brunnée) anfertigen.  Spaltrohr und Fernrobr 
haben Linsen (von Steinheil, München) von 27 mm Oeffnung 
und 108 mm Brennweite; eine Linse vor dem Spalt ermüglicht 
es, jede Stelle des Himmels für sich zu untersuchen. Anfänglich 
wurde ein einfaches Flintglasprisma mit 60° brechendem Winkel, 
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50 mm Seitenlänge und 85 mm Hôhe, später ein Rutherford- 
Prisma (von Zeiss, Jena) mit entsprechender Oeffnung benutzt. 
Die Dispersion des ersteren beträgt zwischen C und F 1° 35! 
die des zweiten in denselben Grenzen 5° 27, also etwa 3!/2mal 
soviel. Für das erstere erwies sich eine 8fache, für das letztere 
eine 4fache FernrobrvergrüBerung als zweckentsprechend. Das 
Rutherfordprisma 1ôüst dann die D-Linien noch sehr gut auf und 
ermôglicht bei einem Okularkreis von ca. 7 mm eine volle Aus- 
nutzung der Lichtaufnahmefähigkeit des Auges. 


Beobachtungen im November 1901. 


Den ersten sternklaren Abend, an welchem das Instrument 
verwendet werden konnte, bot der 1. November vorigen Jahres, 
und ich hatte die Freude, mit dem ersten Blick nach dem Nord- 
himmel die Polarlichtlinie sehr deutlich zu sehen. Siè konnte 
dann auch am Osthimmel konstatiert werden; nach Westen zu 
stôrte das Licht der Stadt. An allen folgenden klaren und Mond- 
licht-freien Abenden des November: am 2., 8., B., 7., 9., war die 
Polarlichtlinie stets in gleicher Weise mehr oder minder deutlich 
sichtbar, sodaf ich auf die Vermuthung kam, sie sei eine be- 
ständige Erscheinung. Dies erwies sich aber später als hinfällig, 
da ich die Linie einige Male selbst mit dem viel wirkungsvolleren 
Rutherford-Prisma nicht entdecken konnte. 


Beobachtungen im Dezember 1901 und Januar 1902. 


Für die letztere Bemerkung boten die b für die Beobachtungen 
geeigneten Abende des Dezember und Januar Belege. — Am 31. Ja- 
nuar wurde das Rutherford-Prisma zum ersten Male angewendet. 


Beobachtungen im Februar und Anfang März 1902. 


Weiterhin hatte ich bis heute noch Beobachtungs-Abende am 
1., 4., b., 9., 25., 26., 28. Februar, sowie am 2. und 3. März. An 
den Tagen in der ersten Hälfte des Februar gelang es mir nicht, 
die Polarlichtlinie mit einiger Sicherheit festzustellen, an sämmt- 
lichen späteren Abenden aber trat sie mit sehr groBer Intensität 
auf. Am Osthimmel erschien sie fast ebenso hell oder gar beller 
als am Nordhimmel und im Süden lieB sie sich in einiger Hôhe 
stets beobachten. Am 28. Februar und am 3. März war sie mit 
Ausnahme eines kleinen Bereiches in dem hellsten Lampenschein 
über dem mittleren Theile von Gôttingen am ganzen Firmament 
zu sehen, selbst im Zenith und am Horizont im Süden. 
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Am 2. und eine zeïitlang am 3. März war der Himmel fast 
vôllig bedeckt. Die Polarlichtlinie zeigte sich dabei in allen 
Wolkenlücken und hin und wieder sogar durch leichte Wolken- 
schleier hindurch. Am 3. März konnte sie im kontinuirlichen 
Spektrum des hellen Nebels über dem nôrdlichen Theiïle der Stadt 
bis zum Horizonte herab beobachtet werden. 


Das freie Auge sah in allen den beschriebenen Füällen nur 
eine geringe Erhellung des Himmels, welche diejenige der Milch- 
straBe in der Regel durchaus nicht erreichte und nur einmal, am 
8. März, vielleicht in den ersten Abendstunden im Norden und 
Osten etwas übertraf. Die grôBte Helligkeit zeigte sich in 15° 
bis 18° Hôhe, in 45° Hôhe war sie nur noch sehr gering. Stets 
war die Erscheinung ganz diffus, ohne irgend welche hervortretende 
Grenzen. 

FaBt man alles zusammen, so wird man schliefen kônnen, 
da8 die Erde in unseren Breiten an sehr vielen Abenden auf weiten 
Gebieten mit einer in Polarlicht leuchtenden Schicht überdeckt 
ist. Wollte man als deren untere Grenze eine Hôhe von 40 Kiïilo- 
meter annehmen, so würde nach der Beobachtung am Südhorizont 
folgen, daB die Schicht sich zuweilen mindestens bis zu 45° Breite 
erstreckt und noch in 38° Breiïte, d. h. noch im Süden Italiens 
sichtbar sein müfte. 

Ueber den Zusammenhang mit den magnetischen Variationen 
môchte ich vorläufig specielle Angaben vermeiden. 


Gôttingen, den 4. März 1902. 


Ueber einen grundlegenden Satz der 
Analysis Situs. 


Von 
A. Schoenfilies. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 8. März 1902. 


1. Nach einem von Herrn C. Jordan’) bewiesenen Satz : 
liefern zwei im Intervall #,...6, stetige Functionen 


x —f(t), y — p(), 

die bis auf das Wertepaar xzy, das den Werten f, und #, zugleich 
entspricht, umkebrbar eindeutig sind, eine einfach zusammen- 
hängende geschlossene ,Curve“; sie teilt — und hierin besteht der 
Hauptinhalt des Satzes — die Ebene so in zwei Gebiete, ein 
Inneres und ein AeuBeres, daB zwei innere oder zwei äuBere 
Punkte durch einen Linienzug verbunden werden kônnen, der die 
Curve nicht trifft, während dies für einen äuferen und einen 
inneren Punkt nicht der Fall ist. 

Es entsteht die Frage, ob und inwieweit der Jordansche Satz 
umkebhrbar ist, d. h. wann eine perfecte Menge, die die Ebene in 
ein Inneres und Aeuferes teilt, durch zwei derartige Functionen 
f(t) und œ(t) darstellbar ist. Dies haftet nur an einer Bedingung, 
die eine unmittelbare Folge des Jordanschen Beweises ist. Dieser 
Beweis approximirt nämlich die Curve durch zwei Reiïhen von 
Polygonen, die einander einschliefen resp. ausschliefen, und die 
Curve als gemeinsame Grenze haben. Jeder Curvenpunkt ist daher 
Grenzpunkt solcher Punkte, die auf diesen Polygonen liegen; er 
läft sich daher als Endpunkt oder Grenzpunkt eines Streckenzuges 
ansehen, der ganz im innern oder ganz im äuferen Gebiet verläuft. 


1) Cours d’analyse 2. Aufl. Bd. 1, p. 92. 
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Ein derartiger Streckenzug kann auch aus unzählig vielen Strecken 
bestehen; ist dies der Fall, so werden die Strecken zuletzt be- 
liebig klein und haben überdies — und hierin besteht seine 
wesentliche Eigenschaft — den Curvenpunkt als ihren 
einzigen Grenzpunkt. Diese Eigenschaft erweist sich aber 
auch als hinreichend. 

Bezeichnen wir also einen ganz aus inneren resp. äuferen 
Punkten bestehenden Streckenzug als inneren resp. äuferen 
Streckenzug, so besteht folgender Satz: 

Wenn eine perfecte ebene Menge P die ihr nicht zugehôrigen 
Punkte der Ebene in zwei Gebiete zerlegt, ein Inneres 
und ein Aeuferes, so daf zwei AuBenpunkte durch einen 
äuBeren, zwei Innenpunkte durch einen inneren Streckenzug 
verbindbar sind, während jeder Punkt der Menge P von 
jedem AufBenpunkt und jedem Innenpunkt aus durch einen 
äuBeren oder inneren Streckenzug erreicht werden kann, dessen 
Endpunkt oder dessen einziger Grenzpunkt er ist!), so 
lassen sich ihre Punkte durch zwei stetige und eindeutige 
Functionen x — f({), y — œ(t) in der Weise darstellen, daf 
jedem Wertepaar x, y nur ein Wert # im Intervall é,...{, ent- 
spricht, mit Ausnahme der Werte f, undé£,, die demselben Punkt 
x,y entsprechen. 

Ich bezeichne noch das AuBengebiet durch %, das Innengebiet 
durch $, und die Punkte von P als Grenzpunkte von À resp. 
S oder auch als Curve. Die vorstehend benutzten Streckenzüge 
bezeichne ich auch als Wege. 

2. Was die Voraussetzungen des Satzes betrifft, so sind sie 
jedenfalls in sich widerspruchslos. Ob und wie sie sich vielleicht 
reduciren lassen, soll hier nicht erôrtert werden?). Ieh bemerke 
jedoch beispielsweise, daf man von einem Innenweg, der zwei innere 
Punkte verbindet, zeigen kann, dafi er stets aus einer endlichen 
Zahl von Strecken gebildet werden kann und das analoge gilt für 
zwei AuBenpunkte. Was ferner die im Satz benutzten zu einem 
Curvenpunkt führenden Wege betrifft, die ihn als ihren einzigen 
Endpunkt oder Grenzpunkt besitzen, so scheinen sie mir wirklich 
die für den Beweis unumgängliche Grundlage zu bilden; sie dürfte 
sich kaum durch eine zweckmäfigere ersetzen lassen. 


1) Dies ist z. B. bei der Curve y = sin ei falls man ihr alle Grenzpunkte 


zurechnet, für die auf der y-Axe liegenden Punkte nicht der Fall. Auch daraus 
wird die Notwendigkeit dieser Bedingung ersichtlich. 


2) Eine ausfübrliche Darstellung werde ich demnächst an andrer Stelle geben. 
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Die Voraussetzungen, auf denen der Satz sonst beruht, sind 
in erster Linie die allgemeinen grundlegenden Eigenschaften eines 
ebenen Polygons, nämlich diejenigen, die die Teilung der Ebene 
durch das Polygon in ein AeuBeres und Inneres betreffen. Dem 
trägt auch die Beweismethode Rechnung, indem sie diese Eigen- 
schaften zunächst auf Fälle ausdehnt, in denen die Seitenzahl des 
Polygons über alle Grenzen wächst. Zieht man insbesondere von 
einem Punkt ” aus nach demselben Punkt »' zwei aus unendlich 
vielen Strecken bestehende Wege, die m' als einzigen Grenzpunkt 
besitzen, aber auBer # und #' keinen Punkt gemein haben, so läft 
sich zeigen, daB auch sie die Ebene in ein Inneres und Aeuferes 
teilen, wie das Polygon selbst. Hieraus folgert man dann weiter, 
daf wenn "” ein Innenpunkt der Curve ist, und von ihm aus nach 
einem Curvenpunkte » zwei verschiedene sich nirgends kreuzende 
Wege gezogen werden, im Innern des so bestimmten Gebietes 
kein weiterer Punkt der Curve liegen kann. Dass man die Wege 
von m nach p so legen kann, daf sie sich nicht selber kreuzen, 
ist klar. 

Abgesehen von den vorstehenden Thatsachen stützt sich der 
Beweis auf einen allgemeinen Satz über perfecte Mengen, den ich 
in meinem ,Bericht über die Entwickelung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten“ bewiesen habe'), und dessen Ableitung 
ich hier kurz folgen lasse. 


8. Sei die Menge P ganz in einem Rechteck R enthalten, 
dessen Seitenrichtungen wir in der Folge als horizontal resp. 
vertikal bezeichnen. Wie ich à. a. O. gezeigt habe, kann man 
das gesamte innere Gebiet 3 mit Rechtecken fÀ,, deren Seiten 
denen von À parallel sind, so erfüllen, da jedes R, im Innern 
nur Innenpunkte von $ enthält, während auf dem Rande Punkte 
von P liegen. Diese Rechtecke, die ich punktfreie Bereiche 
nenne, konstruirt man im vorliegenden Fall zweckmäBig folgender- 
mafen. Man wählt zunächst einen Innenpunkt #, beliebig und 
legt um ïihn ein Quadrat, dessen Seiten man nach allen vier 
Richtungen sich so lange von m, entfernen läfit, bis sie mindestens 
einen Punkt von P enthalten. Eine Seite s dieses Rechtecks A, 
kann auch unendlich viele Punkte von P enthalten, die in jedem 
Fall eine abgeschlossene Menge Q bilden. Sie bestimmt auf s ge- 
wisse Intervalle, die keine Punkte von Q resp. P enthalten, und 
die man der GrôBe nach ordnen kann. Für jedes dieser Intervalle 


1) Jabresber, d. deutsch. Math. Ver. Bd. 8, S. 81. 
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wähle man nun seinen Halbirungspunkt als neuen Punkt ”, und 
construire zu ihm den Bereich R,. Fährt man auf diese Weise 
unbegrenzt fort, so gelangt man zu einer abzählbaren Reihe von 
Bereichen, die man der GrôBe nach ordnen kann, so daB also jeder 
folgende nicht grôBer ist als der vorhergehende, und die in dieser 
Reiïhenfolge 

| R,, N,, ... À... 

sein môgen. : 

Wird in der eben genannten Weïise nur eine endliche Zahl 
von Bereichen construirt, so werden sie von einem Linienzug L 
begrenzt, der ein Polygon darstellt, und dessen Seiten abwechselnd 
horizontal und vertical laufen. Allerdings braucht jetzt nicht auf 
jeder Seite Z dieses Polygons ein Punkt von P zu liegen. Man 
sieht aber leicht, daB von zwei Seiten, die eine convexe Ecke 
bilden, jede einen Punkt von P enthält, und von zwei Seiten, die 
eine concave Ecke bilden, mindestens eine. Von diesem Li- 
nienzug L soll nun gezeigt werden, daf er bei Be- 
rücksichtigung einer hinlänglichen Zahl von Be- 
reichen auf keiner Seite ?{ ein von Punkten von P 
freies Intervall enthält, das grôfer als eine be- 
liebig gegebene Strecke à ist. Dies ist die wichtigste 
Eigenschaft, die zu beweïsen ist. Für den Beweis beschränke ich 
mich an dieser Stelle auf die Annahme, daB auf den Seiten des 
Polygons L keine Strecken liegen, die ganz zur Menge P gehôren. 
Die Mitberücksichtigung dieses Falles macht übrigens keinerlei 
Schwierigkeiten. 

4 Um den bezüglichen Beweis zu führen, ist zu zeigen, daf 
es nicht unendlich viele Bereiche À, geben kann, auf denen eine 
punktfreie Strecke s liegt, die oberhalb einer beliebig gegebenen 
GrôBe à bleibt. Wir dürfen uns auf solche Bereiche beschränken, 
in denen s auf der grôBeren Seite liegt, wir dürfen ferner an- 
nehmen, da8 alle diese Bereiche so liegen, daf s auf der horizon- 
talen Seite enthalten ist und überdies auf der oberen Seite. Unter 
diesen Bereichen giebt es dann, wie leicht zu sehen, unendlich 
viele, die sich gegen eine horizontale Gerade d verdichten und 
bei denen die Halbirungspunkte der Seiïten s innerhalb eines be- 
liebig schmalen verticalen Streifens liegen; diese Bereiche seien 


Ris Re NT er 


Für die Lage solcher Bereiche giebt es nun an sich folgende 
Môglichkeiten. 
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Es kônnte zunächst ein » geben, so da8 für alle Indices u >" 
die Bereiche sich lückenlos an einander schliefen. Dies ist aber, 
wie sich ,leicht zeigen läft, mit Rücksicht auf die Constructionsart 
der Bereiche ausgeschlossen. 


Giebt es kein » dieser Art, so denken wir uns die Halbirungs- 
punkte der Seiten s auf d projicirt und betrachten diejenige ver- 
ticale Gerade g, die durch den Häufungspunkt G dieser Projections- 
punkte geht. Diese Gerade enthält alsdann in jeder Nähe von G 
Abschnitte, die in keinem der Bereiche R! liegen. Diese Abschnitte 
seien, in der Reiïhe, wie sie auf einanderfolgen, 


CALE RAR TIRE 


Dann ist zu unterscheiden, ob die Curve P mit einer endlichen 
oder unendlichen Zahl dieser Intervalle Punkte gemein hat. Ist 
es nur für eine endliche Zahl der Fall, so werde À so gewählt, 
daf alle Abschnitte e, für u = von Punkten der Curve frei sind. 
Für jeden solchen Abschnitt c, gäbe es dann einen ïhn eiïn- 
schlieBenden zu g parallelen Streifen, der ebenfalls von Funkten 
der Curve frei wäre; alsdann kônnte man aber in hinreichender 
Nähe der Geraden d einen Bereich À, so wählen, daB der zu 
seinem Mittelpunkt construirte Bereich bis an d heranreichte, 
was mit der befolgten Constructionsvorschrift der Bereiche im 
Widerspruch steht. 

Es müfte demnach mindestens auf einer Seite von g die 
Breite der Streifen mit wachsendem » so unter jede Grenze sinken, 
daB bei gegebenem & für unendlich viele Werte uv mindestens 
auf einer Seite von g die Streifenbreite kleiner als & ist. Alsdann 
lieBen sich auf dieser Seite von g zwei zu g parallele Geraden 
g' und g” ziehen, die, wie man leicht beweist, von unendlich vielen 
Curvenzügen getroffen werden und das gleiche gilt von jeder ver- 
ticalen Geraden zwischen ihnen. Sind G’ und G” ïihre Schnitt- 
punkte mit d, so müfte demnach das ganze Stück G'G” der Curve 
zugehôren. Hieraus wäre dann weiter zu folgern, daB es einen 
zu GG” parallel laufenden Streifen von endlicher Breite und 
Länge geben müfte, der keine Punkte von P enthielte. Dies ist 
aber bei der eben gemachten Annahme über die Menge P ausge- 
schlossen. 

Es bleibt endlich der Fall zu erledigen, daf unendlich viele 
Abschnitte e, von der Curve getroffen werden. Auch diese An- 
nahme fübrt auf die Folgerung, daB ein ganzes Stück G’ G” von d der 


45 
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Curve angehôren müfte, was wiederum einen Widerspruch be- 
deutet. 
5. Man denke sich jetzt zwei Reiïhen gegen Null abnehmender 
Grôfen 
dd 0 T0, ee OU NN Der Me. 


beispielsweise so, daB 0, ein constanter Bruchteil von à, ist. 
Ferner construire man ein Polygon L in der Weiïse, daf seinem 
Innern alle Bereiche À, angehôren, deren Fläche grôfer als 7 ist, 
und daf auf jeder Seite von L das grôfte punktfreie Intervall 
kleiner als d ist; gemäf No. 3 ist dann der Abstand von zwei 
consecutiven Curvenpunkten auf L kleiner als d V2. Unter ihnen 
kann man daher auch eine endliche Zahl von Punkten 


Pi) D) Léa 1 Pr 
so auswählen, daf für je zwei consecutive 


d, V2<p, bu < 9 V2 


ist. Zu jedem dieser Punkte ziehe man von dem Punkt ", aus, der 
für die Construction der Bereiche À, der Ausgangspunkt war, 
einen inneren Weg, so daB diese Wege sich nirgends kreuzen und 
einen um "”, gelegten Kreis k, der ganz innerhalb des Bereiches 
%, liegt, in N der Einfachheit halber gleiche Teiïle teilen. Man 
erhält dann auf dem Kreis N unter einander gleiche Bôgen 


Gi gs +. On) 


und analog auf dem Polygon L die ihnen entsprechenden Strecken 
oder Streckenzüge !) 


Sa PLV ORSre 


Jede dieser Strecken s, behandelt man jetzt in derselben 
Weise weiter, indem man zu dem Mittelpunkt jedes ibrer punkt- 
freien Intervalle den zugehôrigen punktfreien Bereich construirt, 
bis einerseits alle Berciche erschüpft sind, deren Fläche grôfer 
als n, ist, und andrerseits auf dem Polygonzug L,, der über s, ent- 
steht, die grüBte punktfreie Strecke kleiner als 0, ist. Unter den 
Punkten dieses Polygonzuges, die zur Curve gehüren, wählt man 
dann wieder AN, consecutive so aus, daB ihre Entfernung zwischen 
d, V2 und 6, V2 liegt, zieht von m, aus zu ibnen die zugehôrigen 


1) Gemä8 No. 3 kônnen auch Streckenzüge, die aus zwei benachbarten 
Strecken bestehen, von Curvenpunkten frei bleiben. 


#] 
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Wege, und zwar s0, daf sie sich untereinander und mit den bereits 
vorhandenen nicht kreuzen, was müglich ist. Diese Wege zerlegen 
den Bogen 6, von # in N, Kreisbôgen 


6 (] Go .…. GiN; .. 


die man wieder einander gleich annehmen kann, und ihnen ent- 
sprechen auf Z, die Strecken resp. Streckenzüge 


Sais Siay Sie 


In dieser Weise kann man fortfahren, dabei wird sich der 
Kreis allmählich überall dicht mit den Schnittpunkten der von », 
ausgehenden Wege bedecken, und zugleich wird die Grüfe der in 
die Construction eingehenden Bereiche, sowie der Abstand zweier 
consecutiven Curvenpunkte, nach denen die Wege laufen, unter 
jede Grenze sinken. 

Man weise jetzt den Schnittpunkten der Wege mit dem Kreise 
Werte eines Parameters { so zu, daB man das Intervall #,...4, 
gleichmäBig stetig auf diese Schnittpunkte bezieht, und weise die- 
selben Werte auch den Curvenpunkten zu, nach denen die Wege 
hinlaufen. Wenn man nun noch zeigen kann, da die Beziehung 
zwischen den sämtlichen Curvenpunkten und den sämtlichen 
Kreispunkten eineindeutig ist, so ist damit der Beweis unseres 
Satzes geliefert. Dies ist aber leicht zu machen. Ist nämlich p 
ein Curvenpunkt, so führt von ihm jedenfalls ein innerer Weg zu 
m,, und dieser Weg definirt eine gewisse Folge von punktfreien 
Strecken, die er durchsetzt, nämlich 


Si Sir Sim ve 


ihnen entsprechen die analogen Kreisbôgen, die, wie man leicht 
sieht, gegen einen bestimmten Punkt des Kreises convergiren. 
Es ist aber weiter ersichtlich, daf zu p nur eine Folge punkt- 
freier Strecken gehôren kann, wenn man nämlich den Weg, was 
immer môglich, s0 einrichtet resp. reducirt, da er in jeden Bereich 
R,, den er durchsetzt nur einmal eintritt, resp. austritt. Gäbe 
es nämlich zwei, so müften sie notwendig mindestens einen 
Curvenpunkt einschliefen, was nicht angeht. Zu einem Curven- 
punkt gehôrt daher auch nur ein Kreispunkt. Ebenso ist das 
umgekehrte der Fall. Denn jede Folge 


G;, Gin Gmrvo ee 


bestimmt eine analoge Reïhe von Strecken, diese besitzt jedenfalls 
mindestens einen Grenzpunkt, der wie leicht ersichtlich, Curven- 
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punkt ist und nunmebr folgt wieder, daB ïhr auch nur ein einziger 
Curvenpunkt entsprechen kann. Ist nämlich p ein solcher, so 
führt von ihm ein Weg zu m,, der nur p als Grenzpunkt besitzt, 
und da nun, wie wir eben sahen, zu p nur eine Folge punktfreier 
Strecken gehôrt, so muB der Weg notwendig dieselben punkt- 
freien Strecken durchsetzen, die der obigen Folge entsprechen, 
woraus die Behauptung folgt. Damit ist aber der Satz bewiesen. 

Die Methode des Beweises gestattet eine Ausdehnung auf den 
Raum, was ebenfalls an anderer Stelle äusfübrlicher dargelegt 
werden soll. 


Dr. V. Cuomos Messungen der Elektricitäts- 
zerstreuung in der freien Atmosphäre auf Capri 


Mit erläuternden Bemerkungen von Professor Dr. Elster. 
Von 
J. Elster. 
Vorgelegt von E. Riecke in der Sitzung am 3. Mai 1902. 


Herr Dr. med. V. Cuomo in Anacapri auf Capri hat 
sich in zuvorkommendster Weise bereit erklärt, ein Jahr lang 
fortlaufende Messungen über die Elektricitätszerstreuung in der 
freien Atmosphäre anzustellen. Das dem genannten Herrn zur 
Disposition gestellte Instrument ist ein completer Zerstreuungs- 
apparat nach Elster und Geitel!), hervorgegangen aus der 
Werkstatt von Günther und Tegetmeyer in Braun- 
schweig. Aichung und Capacitätsbestimmung wurde von dem 
Unterzeichneten vor dem Versandt kontrolliert. Bei einem Ver- 
gleiche dieses Instrumentes mit dem früher*) vom Referenten in 
Capri benutzten ergab sich, daf in Folge der Capacitäten der 
Elektroscope und der verschiedenen Bauart der Apparate die An- 
gaben des neuen mit 1,4 zu multiplicieren sind, um sie auf die 
des alten zu reducieren. Herr Professor Pochettino in Rom 
hatte die Güte Herrn Dr. Cuomo in der Handhabung des Appa- 
rates persônlich zu unterweisen. 

Das Wohnhaus des Herrn Dr. Cuomo, das in einem thurm- 
artigen Anbau auch die gut ausgestattete, private meteorologische 
Station enthält, liegt unmittelbar an der von Capri nach Ana- 
capri führenden Landstrafe und zwar einige Minuten vor letz- 
terem Orte. Es ist umgeben von einem Garten, der hart an die 
steil abfallende, felsige Küste stôft. Bei den Messungen fand 


1) J. Elster u. IL Geitel. Physikal. Zeitschrift I, p. 11, 1899. 
2) J. Elster,. Physikal. Zeitschrift II, p. 118, 1900. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1902. Heft 8. 13 
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der Apparat in diesem Garten, an der Nordseite des Hauses Auf- 
stellung, stand also stets, da die Beobachtungen etwa um 1 Ubr 
nachmittags begonnen wurden, im Schatten. An Tagen, an welchen 
Sturm herrschte oder Niederschläge fielen, wurde nicht beobachtet. 
Eine grôBere Unterbrechung erlitten die Messungen nur vom 18. 
bis 23. Januar d. J. wegen Reparatur der zum Laden des In- 
strumentes dienenden Zambonischen Säule. 

In der unten folgenden tabellarischen Zusammenstellung der 
von Ende Oktober 1901 bis Ende Februar 1902 gewonnenen Be- 
obachtungen bedeutet V das Potential des Zerstreuungskürpers 
(in den Tabellen angegeben in Skalentheïlen und durch den Druck 
hervorgehoben in Volt) vor, V' den Betrag desselben nach einer 
Exposition von 15. Dann ist der uncorrigierte Zerstreuungs- 
coefficient a in Procenten der ursprünglichen Ladung und bezogen 
auf die Minute als Zeiteinheit: 

100 log V—log V' D 


dr OT ee 


15 
Für Cuomos Apparat ist #n = 0,b und daher: 
___ 200 (log V—log 7) 
die 15 An 
Von dem so ermittelten Werte der a {je eine Messung täglich für 
positive — erste Horizontalreihe — und je eine für negative Ladung — 
zweite Horizontalreihe —} ist noch der Betrag der Elektricitäts- 
zerstreuung im Innern des Elektroscopes in Abrechnung zu bringen. 
Dieses Correktionsglied : 


n (log V—Ilog V') 
15 geht 


1—n 
für # — + über in: 
log V—log V' 
15 À 

Diese Correktion ist vermerkt in jeder dritten Horizontalreihe 
der zusammengehürigen Messungen. 

In der letzten Verticalcolumne der Tabellen findet sich jedes- 
mal ein Vermerk über die Transparenz der Luft am Beobachtungs- 
tage. Bei herrschendem Nebel ist diese gleich Null gesetzt, bei 
auBergewühnlicher Klarheit gleich B; die zwischenliegenden Ziffern 
ergeben sich aus dem Grade der Sichtbarkeit ferner Punkte im 
Gelände für das unbewaffnete Auge. 

Das zum Verständnis der Tabellen Notwendige ist hiermit 
gegeben. 


1) J. Elster u. H. Geitel, Terrestrial Magnetism IV. p. 221, 1899. 
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Es dürfte verfrüht sein, aus dem nur einige Monate um- 
fassenden Materiale Schlüsse allgemeinerer Natur abzuleiten. Doch 
läft sich unter dem notwendigen Vorbehalte Folgendes schon jetzt 
entnehmen. Die Beobachtungen bestätigen !), daf auf Capri die 
Elektricitätszerstreuung wesentlich hôher ist, als bei uns. Maxima 
von 8°), und darüber (vergl. die Beobachtungen vom: 16./11., 22./11, 
11./12., 15./12., 18./12., 23./12., 30./12., 4./2., 5./2., 7./2., 20./2., 21./2., 
24./2.), sind bislang in Wolfenbüttel nicht beobachtet worden. 
Ein Unterschied in der Entladungsgeschwindigkeit für positive und 
negative Elektricität wird im Mittel nicht hervortreten, da die 


Werte für das VerhältniB derselben = — q etwa ebenso häufg 
+ 
> 1 wie < 1 sind. In dieser Beziehung stimmen die Beob- 


achtungen mit denen im kontinentalen Deutschland überein. Im 
_Gegensatz stehen sie zu den von dem Unterzeichneten auf der 
Insel Spitzbergen”) gemachten Erfahrungen, wo durch- 
gehends q > 1, also a = a, war. Starke Abweichungen von der 
Regel*), daB mit zunehmenden Durchsichsigkeit der Luft die Elek- 
tricitätszerstreuung wächst, weisen die Messungen vom November 
und December auf, während die vom Januar und Februar damit 
übereinstimmen. Das Mirimum der Elektricitätszerstreuung, ca 
1°/,, wurde dementsprechend bei Nebel beobachtet. Vergl. die 
Messung vom 8. Il. 

Den weiteren, dankenswerten Bemübhungen des Herrn Dr. 
Cuomo wird man mit Interesse entgegensehen. 


Wolfenbüttel, 25. März 1902. J. Elster. 


Die Mittel zu der Ausführung der Beobachtungen wurden von 
der Kgl. Sächs. Gesellsch. d. Wissenschaften zu Leipzig in dankens- 
werther Weise zur Verfügung gestellt. ER. 


1) J. Elster, Phys. Ztschrft. L c. 
2) J. Elster, Phys. Ztschrft. L c. 
3) J. Elster u. H. Geitel, Terr. Magn. 1. c. p. 224. 


Bericht über die in München im Jahre 1901/1902 
ausgeführten luftelektrischen Arbeiten. 


(Physikalisches Institut der technischen Hochschule München). 


Von 
H. Ebert aus München. 


Vorgelegt durch E. Riecke in der Sitzung vom 3. Mai 1902. 


Die in München im Laufe des letzten Jahres auf dem neu 
erschlossenen Gebiete der natürlichen Ionisierung der Atmosphäre 
angestellten Untersuchungen zerfallen in solche, welche A) im 
Freien, B) in einem geräumigen Kellerraume mit ausnehmend ho- 
her Leitfähigkeit der eingeschlossenen Luft angestellt wurden, 
und C) in eine Reïhe von Experimentaluntersuchungen im Labo- 
ratorium. 

A) Ausgedehntere Messungsreihen im Freien wur- 
den von München aus unternommen von dem Ingenieur und Assi- 
stenten am physikalischen Institute der Hochschule Herrn C. W. 
Lutz, sowie von Herrn cand. math. et phys. C. Ruf. 

Bei diesen Messungen wurden verschiedene Elster-Geitel’sche 
Zerstreuungsapparate mit einigen Abänderungen benutzt, sowohl 
mit Schutzdach sowie ohne dieses innerhalb isolierter oder abge- 
leiteter Drahtnetzkäfige. Ferner wurde der von Ebert (Physi- 
kal. Zeitschrift 2. p.662. 1901) beschriebene Aspirationsapparat 
in verschiedenen Modifikationen verwendet und meist auch gleich- 
zeitig Potentialmessungen angestellt in der Fr. Exner-Elster-Gei- 
tel’schen Anordnung mit Flammen-Collector und einem Günther- 
schen Elektroskope mit stufenweise abzugleichender Empfndlich- 
keit. 

Mittels Aspirationsverfahren wurde nach den von Zeleny 
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ausgearbeiteten Principien wie schon früher (Arch. scienc. phys. et 
mat. (4). 12. p. 113. 1901) der Nachweiïs erbracht, daf die + 
Ionen der Luft langsamer als die —Ionen wandern, und für letz 
tere Geschwindigkeiten von einigen cm/sec bei 1 Volt/cm Span- 
nungsgefälle ermittelt. 

Gewôhnlich wurde mit zwei Zerstreuungsapparaten gleichzei- 
tig beobachtet, von denen der eine als Vergleichsapparat diente. 
Die Instrumente sind am gleichen Standorte und unter denselben 
atmosphärischen Bedingungen wiederholt mit einander verglichen 
worden. Die Factoren, welche die Angaben des einen Instrumen- 
tes auf diejenigen des anderen reducieren, haben sich dabei als na- 
hezu unveränderlich mit der Zeit ergeben. 

Für die Ausführung der Messungen mit den Zerstreuungsap- 
paraten ist die von Herrn Ruf genauer studierte Thatsache nicht 
ohne Belang, daB es nicht gleichgültig ist, ob das Grestell mit dem 
Schutzdache des Zerstreuungsapparates zur Erde abgeleitet ist, 
oder ob der Apparat isoliert und ohne Erdleitung aufgestellt ist. 
So wurde beispielsweise kurz hintereinander gefunden 

mit Erdleitung: a, — 0,81, a_ — 0,71, q — _ — 1,39: 
+ 


ohne Erdleitung: a, — 0,71, a_ — 0,45, qg = — — 0,63. 
+ 
Es ergiebt sich also eine vüllige Umkehrung der Zerstreuungs- 


werte, je nachdem der Apparat geerdet ist oder nicht. Bei Be- 
obachtungen im Freien wird man das Bestehen eines elektrischen 
Erdfeldes zur Erklärung heranziehen; das geerdete Schutzdach 
verhält sich bei positivem Gefälle wie ein negativer, den Zerstreu- 
ungskôrper umgebender Kôrper; es unterstützt also dessen Thä- 
tigkeit, wenn er negativ geladen ist, schwächt aber die Wir- 
kung ab im entgegengesetzten Falle, daher ein q > 1. Merkwür- 
dig ist aber, dafi eine deutliche Wirkung der Erdung auch in ab- 
geschlossenen Kellerräumen zu bemerken ist (s. w. u.). 

Mit Erfolg wurden Versuche ausgeführt, die Angaben der 
Elster-Geitel’schen Apparate auf absolutes elektrostatisches 
Maaf zurückzuführen, indem die Capacität des aus Elektroskop, 
Zerstreuungskôrper und Schutzdach, bez. Käfig bestehenden Sy- 
stems durch Ladungsteilung mit gut isolierten Kugeln von ver- 
schiedener Grôüfe in cm ermittelt wurde. 

Von Herrn Lutz wurden aufer in München auch am Südende 
des" Starnberger Sees (in Seeshaupt) zahlreiche Messungen während 
der verschiedenen Jahreszeiten angestellt; von den erhaltenen Re- 
sultaten seien nur einige kurz mitgeteilt: 


S|S 
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1) Abwärtssteigende Luftstrôomungen führen immer einen gro- 
Ben Reichtum an Ionen, namentlich solche positiven Zeichens mit 
sich. So wurde eine bedeutend schnellere Zerstreuung von —La- 
dungen als an normalen Tagen beobachtet a) wenn anticyklonale 
Lufthewegung (Auflkärung) eintrat, b) bei Fôhnlage. 

2) Während der Sommer- und Herbstmonate 1901 wurde an 
klaren Tagen eine deutliche Periode der unipolaren Leitfähigkeit 


1 = beobachtet, und zwar trat ein Max. vor 9 Vormittags, ein 
+ 


Min. zwischen 11 und 12, ein Max. zwischen 8! und 4! ein; häu- 
fig stellte sich ein plôtzliches Anwachsen von gq, ein ,Sprungma- 
ximum“ kurz nach Sonnenuntergang ein (vgl. damit die von Ex- 
ner beobachteten Sprungmaxima im Potentialgefälle). 

8) Die Elektricitätszerstreuung ist besonders gering in dich- 
ten Wäldern und für beide Vorzeichen von gleicher GrüBe. 

GrôüBere Baumgruppen oder Häuser, die den Standort des 
Apparates umgeben, vermindern die El.-Zerstr., wenn sie nicht min- 
destens 20 m entfernt liegen. 

4) Vor Gewittern ergeben sich meist auffallend grofe Zer- 
streuungswerte. 

b) Eine Anomalie der Elektricitäts-Zerstreuung wurde am 
Ufer des Starnbergersees selbst und am Rande vüllig stillstehen- 
der Sumpfseen gefunden. Dort ergaben sich auBerordentlich grofe 
Zerstreuungswerte für — Ladung. Ueber 100 m land- und seeein- 
wärts stellten sich wieder normale Werte ein. 

6) Wird die Sonne zeitweilig durch Wolken verdeckt, so tritt 
währenddessen ein deutlicher Rückgang der Elektricitäts-Zerstreu- 
ung und zwar für beide Arten ein. 

7) Die Ablesungen erfolgten immer in Intervallen von je b 
Minuten; häufg wurden diese Ablesungsreihen mit derselben La- 
dung über längere Zeiträume erstreckt. Die aus den einzelnen 
Intervallen berechneten Zerstreuungen folgen nicht dem Coulomb'- 
schen Gesetze, dem zu Folge Proportionalität zwischen Spannung 
und Spannungsverlust bestehen müfte, und weisen auch sonst keine 
einfache GesetzmäBigkeit auf. 

Von Herrn Ruf wurden an den Tagen der internationalen 
Ballonfahrten und an verschiedenen Terminen, an denen Fabrten 
zum Zwecke luftelektrischer Messungen von Berlin aus unternom- 
men wurden, die Zerstreuungswerte in München auf der Attika 
des Hauptbaues der Hochschule bestimmt. 

In Schaufling bei Deggendorf in Niederbayern führte Herr 
Pfarrer Dr. M. Maier tägliche Messungen der Zerstreuung mit 
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dem Elster-Geitel’schen Apparate unter gleichzeitiger Bestimmung 
der meteorologischen Elemente mit grofier Regelmäfigkeit aus. 
Leider starb der überaus rührige und gewissenhafte Beobachter 
im Laufe dieses Jahres; das reiche, von ihm gesammelte Beobach- 
tungsmaterial wurde von den Erben dem physikalischen Institute 
zur Bearbeitung überwiesen; die aus demselben sich ergebenden 
Resultate werden demnächst publiciert werden. 

Die Tagescurve der Grôfe q und namentlich das Springen der 
ihr entsprechenden Zahlenwerte am Vormittage heiBfer Sommer- 
tage wurde auch in Schaufling oft erhalten. Bemerkenswert ist, 
daB hier am Fufe des bayrischen Waldes nordôstlicher über das 
Gebirge her herüberkommender Wind häufig f6bnartige Wirkung, 
d. h. ein plôtzliches in die Hühegehen der Grôfe q bedingte. 

Die bei anhaltend klarem Wetter im Sommer mit grofer Re- 
gelmäfigkeit beobachtete Erscheinung, daB an bestimmten Vor- 
mittagsstunden die GrôBe q plôtzlich ansteigt, d.h. die Luft sich 
von einem bestimmten Momente an viel reicher an +Ionen er- 
weist als vorher, hängt offenbar mit den atmosphärischen Circula- 
tionsprocessen zusammen. 

Hann hat schon früher, Seb. Finsterwalder später un- 
abhängig von ihm die Gleichgewichtsstôrungen discutiert, welche in 
einer bei anhaltend ruhigem Wetter ausgebildeten adiabatischen Luft- 
schicht entstehen, wenn durch Abkühlung am Boden Temperaturum- 
kehr eingetreten ist und dann, nachdem die Circulation zunächst 
sich nur auf die unteren Schichten beschränkt hatte, plôtzlich die 
oberen Schichten mit ergriffen werden. 

Um die hierbei auftretenden interessanten Einzelheiten näher 
zu studieren, haben Herr Dr. Rob. Emden und ich am 18. Juli 
1901 wiederum eine luftelektrische Ballonfahrt von München aus 
unternommen (im Ganzen die vierte), deren Resultate die vermu- 
tete Beziehung zwischen den am Boden angetroffenen elektrischen 
Verhältnissen und der atmosphärischen Circulation bestätigen. 

Bei der Erhebung fanden wir deutliche Temperaturumkehr 
unterhalb 800 m Meereshôhe, zwischen 800 und 1000 m eine adia- 
batische Schicht mit den charakteristischen meteorologischen Ele- 
menten der Bodenschichten des Tags vorher; auch in Bezug auf q 
erhielten wir in dieser Schicht etwa dieselben Werte, wie sie am 
Boden tags vorher gefunden worden waren. Ueber 1000 m wa- 
ren dagegen die meteorologischen Constanten ebenso wie die Werte 
von g vüllig andre, q stieg plôtzlich von 0,73 auf 2,28 an. (Nä- 
heres 8. in der Arbeit von Ebert und Emden Illustr. Aëronant. 
Mitteilungen Hft. 3. 1902). 
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Um über den Ausgleich der Erdladung einen quantitativen 
Anbalt zu bekommen, wurden auferhalb Münchens Beobachtungen 
in folgender Weise angestellt : 

An einer 2 Quadratmeter gro$en im Freien horizontal isoliert 
aufgestellten mit Vegetation bedeckten Metallplatte wurde der 
Ausgleich zwischen der negativen Bodenelektricität und den posi- 
tiven Ionenladungen der Atmosphäre galvanometrisch verfolgt 
und Stromstärken von 2.107® Ampère oder Stromdichten von 107* 
Ampère/cm* erhalten (Näheres s. in einem demnächst in der Phy- 
sikal. Zeitschft. erscheinenden Aufsatze). 

B) Auch für die von Elster und Geitel angeregten Beob- 
achtungen in abgeschlossenen Kellerräumen fand 
sich in München eine sehr günstige Gelegenheit. Der im Gebäu- 
decomplexe der technischen Hochschule befindliche, erst vor zwei 
Jahren vollendete Flügelbau im Norden, das sog. , Theresianum“, 
ist zwar unterkellert worden, aber die Keller wurden ohne Fen- 
ster nach Aufen hergestellt. In diesen rund 500 cbm umfassen- 
den und 2,3 m hohen Räumen trat daher ein vülliges Stagnieren 
der Luft ein. Da Rohre der Niederdruckdampfheizung den gan- 
zen Raum durchziehen, so war die Temperatur sowie der Feuch- 
tigkeitsgehalt während des ganzen Winters ein überaus constan- 
ter (Temperatur 17.8—18.5°, relative Feuchtigkeit 80—86°/o). 

Erhellt wurden die Räume durch elektrisches Vacuumglüh- 
licht; es wurde sorgfältigst vermieden den Raum mit offenen 
Flammen zu betreten, um keine Flammengasionen einzuführen ; 
Auerlicht ist niemals in dem Keller gebrannt worden, so da auch 
eine Infection der Luft durch Thorerdestaub unwahrscheinlich ist; 
auch hat Ruf Isoliermasse der Dampfheizungsrohre, Staub vom 
Boden, Kalk- und Cementmôrtel und Steine von den Wänden und 
der Decke des Kellers mit einem Zerstreuungsapparate zusammen 
unter eine Glasglocke gebracht und durch länger dauernde Mes- 
sungen nachgewiesen, daB keinerlei radioaktive Substanzen vor- 
handen waren; endlich sind nie Apparate in den Keller gebracht 
worden, die je mit stärkeren radioaktiven Substanzen in Berüh- 
rung gekommen sind. Trotzdem ergaben sich in der vüllig ruhi- 
gen Luft sehr grofe Werte der Zerstreuung. (Vier Tage nach- 
dem sämmtliche Luftôffnungen in dem Keller sorgfältig verstopft 
waren, wurde die erste Zerstreuungsmessung vorgenommen, sie 
ergab für positive Ladung a, = 23,050% und für negative Ladung 
a. — 21,110%. Schon vier Tage später ergaben sich a, — 39,960/0 
und a_=— 35,840/, was einer Spannungsabnahme von 90 bzw.82,5 Volt 
in 3 Minuten entspricht, Werte, die auch für die spätere Zeit die- 
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selben blieben). Wiederholte Controlle der Isolation der Instru- 
mente sicherte vor Täuschungen; die kleinen Verluste in Folge 
nicht ganz vollkommner Isolation wurden immer in Rechnung ge- 
bracht. Nach dem Läüften des Kellers ist der Ionengehalt auf 
den auch in der freien Atmosphäre angetroffenen herabgegangen. 
Die Zerstreuungsmessungen im Keller bieten gegenüber denen im 
Freien zwei Vorteile: Einmal ist in Folge des grôBeren Ionen- 
reichtumes die Entladungsgeschwindigkeit an sich grôBer; ein ver- 
schiedenes Verhalten der + und —Ionen kommt daher hier deut- 
licher zum Ausdruck. Auf der anderen Seite kann der Keller- 
raum als ein vollkommen elektrostatisch geschützter Hohlraum 
innerhalb eines Leiters, der Erde, angesehen werden, so daB hier 
alle jene Wirkungen eines praeformierten Feldes fortfallen, welche 
die Vorgänge im Freien so wesentlich complicieren. (Versuche 
mit zwei Wassertropfcollectoren, von denen der eine dicht unter 
der Decke, der andere unmittelbar über dem Boden isoliert aufge- 
hängt war, gaben an einem zwischen sie geschalteten empfind- 
lichen Elektroskope keine merkliche Potentialdifferenz. Freilich 
wirkte der Thätigkeit der Collectoren die groBe Zerstreuung in 
der Kelleratmosphäre entgegen, vergl. auch w. u.). 

Bei allen Messungen, bei denen immer eine mit positiver und 
unmittelbar daran anschliefend eine mit gleich hoher negativer 
Ladung mit einander abwechselten, war bei geerdetem Schutzdach 
die Zerstreuung der positiven Ladung durchweg grôBer als die 
der negativen Ladung. Da die Versuche mit dem Aspirations- 
apparate (s. 0. S. 220) gleiche Mengen von + und — Electricität im 
cbm ergaben, so kann jenes Verhalten nur als Ausdruck für die 
grôBere Wanderungsgeschwindigkeit der — Ionen gegenüber derje- 
nigen der +Ionen betrachtet werden. 

Wie schon oben (S. 220) erwähnt wurde, trat auch im Keller 
ein Wechsel in den Zerstreuungswerten ein, sobald an dem Zer- 
streuungsapparat die Erdleitung angelegt oder diese weggelassen 
wurde. Während bei den Messungen mit geerdetem Apparat, wie 
soeben erwäbnt, durchweg a, > a_, also q << 1 war, wurde jedes- 
mal wenn die Erdleitung aufgehoben wurde a, < a_ und damit 
g>1. So war z B. bei 2 aufeinanderfolgenden Messungen: 


1) mit Erdieituong a, — 37.5, a_ — 2b.1, qg — — —= 0,66, 


[8 FIS 


2) ohne Erdleitung a, — 27,1, a_ = 37.2, q — ne 1.36. 


+ 
Hier hat also eine Erdung des Schutzdaches gerade den umge- 
kebhrten Effect wie im Freien. Die Erklärung kôünnte vielleicht 
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darin gesucht werden, daB hier im Keller das isoliert aufge- 
stellte Metallgestell mit dem Schutzdache sich allmählich negativ 
ladet, wie w. u. gezeigt werden soll. 

In dieser ionenreichen Luft (ca. 6 elektrostatische Einheiten 
freier Elektricität pro cbm von beiden Elektricitätsarten) gelan- 
gen auch die Radioaktivierungen negativ geladener Drähte vorzüg- 
lich, die schon während des vergangenen Sommers im Freien aus- 
geführt worden waren. Benutzt wurden Kupfer- und Aluminium- 
drähte von 0,5 bezw. 1,0 mm Durchmesser und ca. 60 m Länge, 
welche an Isolierträgern von der von Elster-Geitel angege- 
benen, von Günther in Braunschweig ausgeführten Form (Hart- 
gummi mit Natriumtrocknung) ausgespannt waren. Um den Betrag 
der auf diesen Drähten inducierten Radioaktivität festzustellen, 
wurden teils mit den beim Abreiben der Drähte mit Lederlappen 
auf diesen zurückgebliebenen Rückständen Radiogramme von Ku- 
pfer- oder Bleischablonen durch Aluminiumbleche hindurch ange- 
fertigt; die erhaltenen Negative sind z. T. überaus kräftig, so 
daB an der Aktivierung der Drähte nicht gezweifelt werden kann; 
teils wurde die Ionisierung bestimmt, welche die auf eine Trom- 
mel aufgewickelten und aus dem Keller herausgebrachten Drähte 
einem den Zerstreuungskôürper eines Elster-Geitel-Apparates um- 
gebenden bestimmten Luftquantum erteilten. Der Ionengehalt 
dieses Luftquantums war in 40—50 Minuten auf die Hälfte seines 
ursprünglichen Wertes herabgesunken, so daB wir hier fast genau 
auf dieselben Abklingungswerte wie Rutherford und Allen 
kommen. Auch dieses Ergebnis spricht dafür, da keine Thorium- 
infection der Luft vorlag, da die durch Thorstrahlen inducierte 
Radioaktivität durch eine ganz andere Abklingungsconstante cha- 
rakterisiert ist, vgl. die Arbeit von Rutherford-Allen (Phys. 
Ztschr. 3 p. 228. 1902). 

Man hat vielfach die Frage diskutiert, welches die Träger 
diesér eigentümlichen Strahlungsinduktion in der atmosphärischen 
Luft sind. Da sie auf einem negativ geladenen Leiter ange- 
sammelt werden, so ist ohne Weiïteres klar, daB sie nicht elek- 
trisch neutral sein kônnen, sondern mit präformierter freier posi- 
tiver Electricität beladen sein müssen. Sebr instruktiv waren in 
dieser Beziehung die während der Drahtexposition gleichzeitig 
von Ruf ausgeführten Messungen der Zerstreuung. Von dem 
Momente an, in dem der Draht mit Hilfe cines Induktoriums 
(unter Zwischenschaltung von Platte und Spitze und eines nassen 
Fadens zur Dämpfung der Oscillationen) auf 2000—3000 Volt ge- 
laden wurde, ging an dem 2 Meter entfernten Apparat die Zer- 

Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso. 1902. Hoft 8. 15 
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streuung für —Ladung von a_ — 34,0% äuf a_ — 90,°/ herab 
dagegen für positive Ladung von a, — 38,5% auf a, — 47,7°/o 
hinauf. Wir haben hier also einen deutlichen Einfluf des von dem 
Drahte ausgehenden elektrischen Kraftfeldes vor uns. Es dauerte 
gewôhnlich 15 Minuten bis sich ein den früheren Verhältnissen 
entsprechender Gleichgewichtszustand in der Ionenführung des 
Luftraumes nach Abstellen des Inductoriums wieder herstellte. 

Sehr bemerkenswert war indessen, da8 auch ein ungela- 
dener Draht, welcher 3 Wochen lang in dem Keller ausge- 
spannt gewesen war, radioaktive Eigenschaften ange- 
nommen hatte, wenn auch seine Aktivierung nur etwa {/s0 von 
derjenigen war, die derselbe Draht angenommen hatte, wenn er 
negativ geladen 16 Stunden in derselben Luft exponiert wurde. 

Diese merkwürdige Erscheinung hängt vielleicht mit der fol- 
genden zusammen : 

In der sehr ionenreichen Kellerluft zeigte sich eine Erschei- 
nung mit ziemlicher Sicherheit, die mit wechselndem Erfolge im 
Verlaufe des verflossenen Jahres auch im Freien sich mehrfach 
gezeigt hatte, nämlich die spontane negative Elektri- 
sierung isoliert aufgehängter leitender Kôrper. 

J. J. Thomson und J. Zeleny haben schon früher be- 
merkt, daf ein metallischer in gewôbnlicher, durch Rôntgenstrah- 
len ionisierter Luft isoliert aufgestellter Kôrper sich von selbst 
bis zu einem gewissen Potentiale negativ ladet; Zeleny der 
die Beweglichkeiten der Gasionen unter der Wirkung bestimmter 
Spannungsgefälle genauer feststellte, zeigte, da diese Ladung als 
Ausdruck für die grôBere Wanderungsgeschwindigkeit der negati- 
ven Îonen angesehen werden mu$‘); denn wenn Ionen mit der sie 
tragenden Luft an der Oberfläche eines Metallkôrpers entlang 
streichen, so veranlassen sie vermôüge ihrer Ladungen durch In- 
fluenz das Auftreten ungleichnamiger Elektricität an der Metall- 
wand; es tritt eine anziehende Wirkung zwischen der Ionenladung 
und der Influenzladung ein. Die leichter und schneller bewegli- 
chen negativen Ionen vermôgen dieser Anziehung besser zu fol- 
gen, als die langsamer beweglichen positiven Ionen. Es wird also 
im Allgemeinen mehr negative als positive Elektricität an den 
Metallkôrper abgegeben. Sehr hoch kann freilich das Potential 
dieser spontanen Ladungen nicht ansteigen, weil bald die elektro- 
statische Anziehung des negativ geladenen Kürpers auf die + Ionen 


1) J. Zeleny, Phil. Mag. (6). 46, 134, 1898, 
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deren geringere Eigenbewegung compensiert. Nehmen wir für 
die Ladungen und Geschwindigkeiten der Luftionen die Werte 
an, die sich auch sonst für die Gasionen ergeben haben, so ist die 
Berechnung der Hôhe der negativen Ladung, die ein in ionisier- 
ter Luft von bestimmtem Ionengehalte frei aufgestellter isolierter 
Metallkôrper annehmen kann, ein vollkommen bestimmtes Problem; 
die Differenz, um welche sich das Potential des Kôrpers gegen 
die dauernd mit der Erde in leitender Verbindung stehenden Wände 
des Hohlraumes allmählich erniedrigt, ist weder von der Natur 
der leitenden Oberflächen noch von deren GrôBe, sondern nur von 
dem Gehalte an freien Ionen abhängig; diese Potentialdifferenz 
kann mehrere Volt betragen. Dies bestätigten Versuche in dem 
genannten Kellerraume. 

Kugeln, Cylinder aus zusammengewickeltem Drahtnetz, Metall- 
rôhren, welche mit einem in einem dichten Kasten eingeschlosse- 
nen Elektrometer von kleiner Capacität, einem Bohnenberger’schen 
Elektroskope mit Trockenladesäule, in Verbindung standen, wur- 
den zunächst mit dem Boden, der Decke oder den Wänden des 
Kellers in leitende Verbindung gesetzt. Wurde diese Verbin- 
dung dann aufgehoben, so zeigte sich negative Ladung, die erst 
schnell, dann immer langsamer anwuchs und Werte bis zu 8 Volt 
erreichte. Wurde die Verbindung mit der Kellerwandung wie- 
der hergestellt, so zeigte das Elektrometer das Einwandern posi- 
tiver Electricität an, der ursprüngliche Skalenwert wurde wieder 
erreicht. Man kann diesen ProceB beschleunigen, wenn man Hobhl- 
formen anwendet, durch die man die Luft mittels Aspiratoren 
hindurchsaugt. Sehr gute Resultate habe ich mit Rôhren erhal- 
ten, in denen Packete von feinen blanken Nähnadeln festgeklemmt 
waren, so daB die Luft durch die sehr zahlreichen engen Canäl- 
chen zwischen den Nadeln und zwischen diesen und den inneren 
Rohrwänden streichen mufte. 

Ich habe auch vielfache Versuche mit Hohlkôrpern mit gro- 
Ber innerer Fläche im Freien angestellt. Wenn hier auch die ne- 
gativen Ladungen fast immer beim Eïinsaugen reiner ionenreicher 
Luft gewonnen werden, so bringt doch das Bestehen eines elek- 
trischen Erdfeldes groBe Stôrungen mit sich, die den gesuchten 
Effect vollkommen überdecken kônnen. So ist ja ein isoliert in 
der freien Luft aufgehängter Hohlkürper, den man für einen Mo- 
ment zur Erde abgeleitet hat, bereits gegen die Luft negativ ge- 
laden bei positivem atmosphärischem Potentialgefälle. 

Man kann diese Stôrung umgehen, wenn man in einem elek- 
trostatisch genügend geschützten Raume (z. B. innerhalb einer 
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Dachluke) arbeitet. Die Bedeutung dieser Erscheinung für die 
Erklärung der negativen Erdladung wurde schon von Elster 
und Geitel erkannt. 

.C) Im Laboratorium wurden zahlreiche Zerstreu- 
ungsmessungen unter Glasglocken, wie sie zuerst 
von Elster und Geitel angestellt wurden, von Ruf für verschie- 
dene Gase durchgeführt. Es ergab sich, daf bei zwei Luftproben, 
die unter gleichen Bedingungen in Glocken von 18 bezw. 68 1 In- 
halt eingeschlossen worden waren, die nach gleichen Zeiten gemes- 
senen Zerstreuungen sich annähernd verhielten wie die Volumina. 

Kohlensäure, die durch Einwirken von Salzsäure auf Marmor 
frisch bereitet war, wurde in die kleinere Glasglocke gefüllt. Sie 
zeigte gleich nach dem Einfüllen starken Ionengehalt, der aber 
bald wieder abnahm, um mit der Zeit ähnlich wie bei der Luft 
wieder anzusteigen. 

Versuche mit Füllungen von Sauerstoff und Leuchtgas erga- 
ben in der kleineren Glocke zwar auch Zunahmen der Zerstreu- 
ung mit der Zeit, aber in sehr wechselndem Betrage; die Ver- 
suche sollen mit der grofen Glocke wiederholt werden. 

Läft man flüssige Luft unter einer Glasglocke verdampfen, 
so ändert sich während dieses Vorganges die Zerstreuung in der 
Glocke nicht; nach dem Verdampfen des letzten Restes steigt in- 
dessen der Ionengehalt in dem Raum plôtzlich auf ein Mehrfaches 
seines ursprünglichen Betrages an. Dasselbe geschieht auch, wenn 
man die abgedampfte Luft von Aufen her durch die Glètke hin- 
durchstrômen läft. 

Die Erscheinung hängt sthai mit der von Ebert und 
B. Hoffmann gefundenen Elektrisierung in flüssiger Luft durch 
Eisreibung zusammen. Versuche, bei denen die Luftionen aus den 
verschiedenen Bereichen einer zwischen Spitze und Platte überge- 
henden Glimmentladung abgesaugt werden, und über den Zusam- 
menbang der sich hierbei ergebenden Erscheinungen mit dem von 
Himstedt gefundenen Phänomene sind im Gange. 

Mehrere Reïhen von Messungen mit gut isolierten Drahtkäfi- 
gen von verschiedener Maschenweite wurden in einem vorher gründ- 
lich ausgelüfteten Zimmer des Laboratoriums angestellt, um den 
Einfluf mit der Ladung des Zerstreuungskôrpers gleichnamiger 
oder ungleichnamiger Käfigladungen zu studieren. Diese Unter- 
suchungen wurden namentlich zu dem Zwecke vorgenommen um 
die für Ballonfabrten günstigsten Verhältnisse auszuprobieren, 
Denn es läft sich nicht lengnen, daf man ein unbestimmtes Mo- 
ment in die Zerstreuungsmessungen einführt, wenn man den den 
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Zerstreuungsapparat umgebenden Drahtnetzkäfig etwa durch An- 
legen der Trockensäule auf ein Potential ladet, dessen Hühe man 
nicht genau kennt; dieser Nachtheil kann den Vorteil überwiegen, 
der darin liegt, daB bei gleichnamiger Käfigladung der Zerstreu- 
ungsvorgang wesentlich beschleunigt wird wie schon Elster und 
Geitel fanden. Arbeitet man am Erdboden, so läft sich die 
Potentialhôühe der Käfigladung durch ein Hilfselektroskop ermit- 
teln. Im Freiballon dagegen ist dies nicht mehr môglich, weil 
hier das Nullniveau der Spannungen nicht mehr zugänglich ist, 
und man den Spannungswert, auf welchem sich der Ballon und 
die mit ihm verbundenen Teile etwa befinden, daher gar nicht di- 
rekt bestimmen kann. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sol- 
len demnächst publiciert werden. 

Einige Laboratoriumversuche bezogen sich auf den Einfluf 
der atmosphärischen Leitfähigkeit auf die Messungen des Luftpo- 
tentialgradienten. Bei den Messungen am Boden bedingt der jetzt 
wohl allgemein verwendete Flammencollector einen so raschen 
Ausgleich der Spannungen, daf dagegen der Verlust durch die 
Luft hindurch an den Teilen des Systems kaum in Betracht kommt. 
Anders im Ballon. Hier ist man auf Wassertropfcollectoren an- 
gewiesen, von denen man lange Drähte oder Ketten von der Bal- 
longondel aus 8, 10 oder 12 m weit herabhängen läft; die von 
den Enden dieser langen Leitungen sich loslôsenden Tropfen be- 
dingen den Potentialausgleich der leitenden Systeme gegen die 
Umgebung. Aber dieser Ausgleich erfolgt verhältnifmäfig lang- 
sam, jedenfalls so langsam, daf der Verlust durch Ionenleitung 
in der umgebenden Luft, der mit wachsender Hôhe immer grôBer 
wird, dagegen nicht mehr zu vernachlässigen ist. Gelingt es dem 
Ballonführer auch den Ballon längere Zeit in derselben Luftschicht 
zu erhalten, so hängt der stationäre elektrische Zustand, der sich 
schlieflich am Potentialmefapparate ausbildet, eben so sebr von 
der aus dem Erdfelde Electricität aufsammelnden Thätigkeit der 
abfallenden Tropfen wie von dem Verlust an den Zuleitungen 
durch Leitfähigkeit der Luft ab. Wird die letztere grof, so kann 
ein Längenunterschied von 2 m bis zu den Abtropfstellen den Po- 
tentialunterschied auf dieser Strecke zu klein erscheinen lassen. 
DaB der (positive) atmosphärische Potentialgradient mit der Hühe 
abnimmt, dürfte durch die bisherigen luftelektrischen Ballonmes- 
sungen auBer Zweifel gestellt sein; die GrüBe der gemessenen Ab- 
nahme kann aber bei der bisher benutzten Anordnung durch Stü- 
rungen, wie die genannte, wesentlich modificiert sein. 

Den Potentialausgleich durch glimmende Lunten oder stark 
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radioaktive Substanzen zu bewirken, was sonst sehr bequem ist, 
verbietet sich, wenn bei der Fahrt gleichzeitig Zerstreuungsmes- 
sungen angestellt werden sollen. Durch Laboratoriumversuche 
soll eine andere Anordnung ausprobiert werden, um die atmo- 
sphärischen Potentialgradienten in der Hôhe vom Freiballon aus 
mit grôBerer Sicherheit abtasten zu kônnen. — 


München, April 1902. 


Bericht über die Thätigkeit der luftelektrischen 
Stationen der Wiener Akademie. 


Von 
Fr. Exner. 


Vorgelegt durch Ed. Riecke in der Sitzung vom 3. Mai 1902. 


Gemäf dem letzten Cartellbeschlusse hat die Wiener Akad. d. 
Wiss. im abgelaufenen Jahre 4 luftelektrische Stationen errichtet 
und zwar in Wien, Triest, Kremsmünster und Innsbruck. Eine 
fünfte Station, auf der Spitze des hohen Sonnblick, konnte bisher 
der schlechten Witterungsverhältnisse wegen nicht aktivirt wer- 
den, sie wird aber Anfangs Mai ihre Thätigkeit aufnehmen. 

An den Stationen Wien, Triest und Kremsmünster werden 
fortlaufende Messungen des Potentialgefälles mittelst selbstregi- 
strirender Instrumente, sowie täglich einmalige Messungen der 
Zerstreuung der Elektricität ausgeführt; in Innsbruck wird nur 
die letztere Beobachtung ausgefübrt, während am Sonnblick - Ob- 
servatorium wieder beide Arten von Messungen vorgenommen 
werden sollen. Die verwendeten selbstregistrirenden Instrumente 
sind die von Dr. Benndorf construirten, sie registriren mechanisch, 
erfordern also keinen photographischen Apparat und funktioniren 
8 Tage ohne Bedienung. Als Collectoren wurden an allen Sta- 
tionen Radiumpräparate mit sehr gutem Erfolge verwendet. 

Alle Stationen haben mit 1. Januar d. J. ihre Thätigkeit anf- 
genommen; leider waren die Witterungsverhältnisse seitdem für 
luftelektrische Beobachtungen wenig günstige, doch sollen die Er- 
gebnisse der einzelnen Stationen im folgenden dem Wesen nach 
mitgetheilt werden; eine Wiedergabe des ganzen Beobachtungsma- 
teriales hätte bei der Kürze der Beobachtungszeit und bei dem 
informatorischen Charakter den die Messungen vorläufig tragen, 
wohl kaum Werth, 
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IL Station Wien (k. k. Central- Anstalt für Meteorologie, 
Beobachter Dr. Conrad). 


a) Potentialmessungen. 


Da es wichtig war über das correcte Funktioniren der Ra- 
dium - Elektroden Aufschluf zu erhalten, so wurden in Wien 2 
selbstregistrirende Elektrometer neben einander aufgestellt, das 
eine mit einer Radium-Elektrode, das andere mit einem gewühn- 
lichen Wassercollector verbunden. Die Aufzeichnungen beider 
sind, bis auf ganz minimale vereinzelte Stôrungen, vollkommen 
identisch, so daf die Wirkung der Radiumelektroden als correkt 
angesehen werden kann. Seit Beginn der Beobachtungen hat sich 
an denselben auch keine Veränderung der Wirksamkeit gezeigt. 

Die Registrirungen — von 10 zu 10 Minuten — lassen aufer 
den bekannten Stôrungen bei Regen, deutlich ein Minimum wäh- 
rend der frühen Morgenstunden (1—4* à.) sowie ein flaches Nach- 
mittags-Maximum erkennen, doch waren die Witterungsverhält- 
nisse bisher zu ungünstige, um über die tägliche Periode mehr 
aussagen zu kônnen. 


b) Messung der Zerstreuung. 


Die täglichen Zerstreuungsmessungen ergaben ein Ueberwiegen 
der Zerstreuung negativer Elektricität; es überwog in 38 Proc. 
der Fälle die positive, in 67 Proc. die negative Zerstreuung. Auf- 
fallender Weise war dabei ein Einfluf der Windrichtung nicht 
bemerkbar, obwohl das Observatorium am Rande der Stadt ge- 
legen ist. Die Extreme der Zerstreuung waren folgende: 


Min. Max. 
ATP 078". PORTA 
2e, 10 AP PR AT UE 


I. Station Triest, Beobachter Herr Dir. E. Mazelle; der- 
selbe theilt folgendes mit: 


Mit Beginn dieses Jahres wurde dem Berichterstatter seitens 
der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien, über Antrag des 
wirklichen Mitgliedes Prof. Franz Exner, ein Benndorf’sches selbst- 
registrirendes Elektrometer, ein Exner’sches transportables Elek- 
troskop, wie auch ein Günther'scher Zerstreuungsapparat nach 
Elster und Gcitel zur Vornahme von luftelektrischen Beobach- 
tungen zur Verfügung gestellt. Die Aufstellung des Elektro- 
meters besorgte in liebenswürdiger Weise Dr. H. Benndorf selbst 
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und konnten diese Beobachtungen mit dem 7. Januar 1. J. be- 
ginnen. 

Dieses Elektrometer wurde im Barographen-Zimmer des k. k. 
Observatoriums in Triest — Seehôühe 68" — aufgestellt, während die 
Radiumelektrode in der Südwest-Ecke des Beobachtungs-Pavillons, 
gegen Borastôle geschützt, in einer Hühe von 3" über den Erd- 
boden isolirt aufgehängt wurde. 

Da an eine Ausmessung der Curven noch nicht geschritten 
werden konnte, so kann vorläufig nur erwähnt werden, daf aus 
den Curven mit besonders ausgeprägter täglicher Periode eine 
doppelte Schwankung ersichtlich wäre, mit den Maxima bei 
ca. 94*a. und ca. 7!'p. 

Die Zerstreuungs - Beobachtungen konnten mit dem 11. Fe- 
bruar 1. J. in Angriff genommen werden und zwar wurde der Gün- 
ther’sche Zerstreuungsapparat in einer Fensternische des Vorzim- 
mers der Direktionskanzlei des Observatoriums, in einer Seehôühe 
von 66" ,12" über dem Erdboden, aufgestellt. 

Für diese vom Referenten täglich um die Mittagszeit vorge- 
nommenen Zerstreuungsmessungen wurde als Zeïteinheit das In- 
tervall von 15 Minuten angenommen. 

Zuerst muBten, da schon der kleinste BorastoB in dieser ex- 
ponirten Lage des Observatoriums den Deckel des Schutzcylinders 
lüftete, die Messungen ohne Deckel vorgenommen werden, später 
aber wurde, um den Vergleich mit anderen Beobachtungsstellen zu 
erleichtern, nachdem ein um den oberen Rand des Schutzcylinders 
laufender messingener Reiïfen mit,zwei federnden Klammern ange- 
bracht wurde, der Deckel stets aufgesetzt. 

Aus den bisherigen Beobachtungen über die Elektricitätszer- 
streuung Jäft sich hervorheben, daB die Tage mit vorwiegender 
negativer Zerstreuung häufiger vorkommen, als die mit vorherr- 
schender positiver Zerstreuung, da in den 64 Fällen nur 19 mal, 
demnach bei 30 Proc. der Beobachtungen die Zerstreuung des mit 
positiver Elektricität geladenen Conductors grôBer war, als die 
Zerstreuung der negativen Elektricität, während an 45 Tagen 
d. s. 70 Proc. die negative Zerstreuung die überwiegende war. 

Trennen wir die Beobachtungen nach der Bewülkung, indem 
wir auf Grund der noch zu kurzen Beobachtungs - Reihe diese 
Trennung nur nach heiteren (Bewülkung 0—b6) und trüben Tagen 
(Bewülkung 6—10 der 10theiligen Skala, Beobachtung des Him- 
melszustandes 12: mittags) vornehmen, so folgt, da die Beobach- 
tungen mit vorherrschender positiver Zerstreuung mit ciner Wahr- 
scheinlichkeit von 0.26 bei heiterem Himmel eintreffen, mit einer 
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Wabhrscheinlichkeit von 0.74 hingegen bei bewôlktem Himmel, 
wäbhrend an den Tagen mit grôBerer negativer Zerstreuung diese 
Wabrscheinlichkeits - Werthe 0.47 und 0.53 betragen. Es kommt 
demnach die überwiegende positive Zerstreuung hauptsächlichst 
bei bewôlktem Himmel vor, während bei der vorherrschend nega- 
tiven Zerstreuung sich die Tage mit heiterem und trübem Himmel 
so ziemlich das Gleichgewicht halten. Hervorzuheben wäre noch, 
daf bei heiterem Himmel viermal so oft Tage mit grôBerer ne- 
gativer Zerstreuung vorkommen, also solche mit vorwiegender 
positiver (21 gegen b), bei bewôlktem Himmel kaum zweimal (24 
gegen 14). 

Bilden wir uns die Quotienten zwischen der negativen und 
positiven Zerstreuung, so finden wir für die Bewôlkung 0—b 
einen mittleren Quotienten von 122, für die Bewôlkung 6—10 
hingegen 1.12. Es ist demnach auch die Grôfe der negativen 
Zerstreuung der positiven gegenüber bei heiterem Himmel über- 
wiegender, als bei trübem Himmel. 

Schon bei den täglichen Ablesungen machte sich die That- 
sache bemerkbar, daB die Zerstreuung bei bewegter Luft grôfer 
wird im Vergleiche zu den Tagen mit Windstille oder kaum be- 
wegter Luft. 

Es wurden zur genaucren Darstellung die Angaben des Ane- 
mographen, der drei Stunden 10 Vormittags bis 1? Nachmittags 
herangezogen, die stündlichen Mittel der Windgeschwindigkeit 
daraus bestimmt und diese in 3 Gruppen geordnet und zwar nach 
den Schwellenwerthen 0—9 km, p. Stunde, 10—19 km und mit 
über 20 km p. Stunde. Für diese Untersuchung wurden die 
ersten Beobachtungstage, an welchen die Messungen bei unbe- 
decktem Schutzcylinder vorgenommen wurden, nicht berücksichtigt. 

Aus den 48 Beobachtungen lassen sich nachfolgende Daten 
bestimmen: 

Zerstreuung, A Volt, in 15 Minuten 
bei positiver bei negativer 


Ladung 
0—9 km p. Stunde, 27 Füälle, ... 6.70 7.87 
10—19 km p. Stunde, 14 Fülle, ... 9.48 11.18 
= 20 km p. Stunde, 7 Fälle, ... 25.90 19.24. 


Man ersieht demnach, wie mit der Zunahme der Windgeschwin-' 
digkcit die Zerstreuung, sowohl die negative als auch die posi- 
tive wächst. 

>csonderes Interesse zeigt der abnorm hohe Elektricitäts- 


Bericht über d. Thätigkeit d luftelektrischen Stationen d. Wiener Akademie. 235 


verlust an stürmischen Boratagen. Seit Beginn der Messungen 
konnten an 5 Tagen die Beobachtungen bei starker Bora vorge- 
nommen werden, wobei die ersten 3 Beobachtungen bei unbe- 
decktem Schutzcylinder stattfanden. und demnach zu hohe Zer- 
streuungswerthe ergaben. 

Infolge der schon am ersten Boratage sofort auffallenden 
auBerordentlich raschen Zerstreuung wurde das Elektroskop nicht 
aus den Augen gelassen und konnte fürmlich die successive Ab- 
nahme der Blättchen-Divergenz am Elektroskop verfolgt werden. 
Namentlich war die sprungweise Abnahme bei jedem Borastof 
auffällig. 

Die von 5 zu 5 Minuten vorgenommenen Ablesungen ergaben 
nachfolgende neutralisirte Elektricitätsmengen, in Volt aus- 
gedrückt : 


16. Februar 17. Februar 19.Februar 4. Màrz 7. April 
Abnahme in den + — LAS te HUE + — 
ersten b Minuten 230303 113138 15413.2 72 82 21.2 148 
zweiten 5 Minuten 22.0 810 17.015.3 129114 107 7.1 29.5 12.6 
dritten 5 Minuten 20.0 310 19.116.6 181130 7.1 6.0 27.0 112 
15 Minuten 65092.3 47.4457 464376 25.0 213 77.738.6 
Windgeschwindigkeit 
in km p. Stunde 105 40 48 67 71 
bewôülkt bewülkt heiter  bewülkt Regen 


Anticyklone im Osten Anticyklone Secundäre 
und Nordosten Europa’s imNorden,  Depressionen 


Cyklone über Cykloneïim in der Nord- 
Süditalien. Süden Adria u. im 
Europa’s. Golf v. Lyon, 
Anticyklone im 


NW. Europa’s. 


Zum Vergleiche soll angeführt werden, daB bei unbedecktem 
Schutzcylinder die kleinste Zerstreuung in 15 Minuten am 14. Fe- 
bruar mit 5.0 Volt. bei positiver und 51 bei negativer Ladung 
gefunden wurde und zwar bei bewülktem Himmel und Windstille, 
bei aufgesetztem Schutzdeckel am 27. Februar mit 8.6 die kleinste 
positive Zerstreuung, am 28. Fcbruar die kleinste negative Zer- 
streuung mit 3.3, bei Regen und Windstille. 

Inwieweit die oben gefundenen abnorm hohen Zerstreuungs- 
Werthe mit dem bei Bora stattfindenden Herunterstiürzen der 
Luft aus den hohen Luftdrucken in Zusammenhang zu bringen ist, 
dürfte bei Fortsetzung dieser Beobachtungen und bei den dann 
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anzustellenden Vergleichen mit den Beobachtungen an Bergobserva- 
torien und in Luftballons entschieden werden. 


IUT. Station Kremsmünster. Beobachtungsort: der astro- 
nomische Thurm des Stiftes Kremsmünster circa b0" über der 
Thalsohle; Beobachter: Herr Direktor P. F. Schwab. 


a) Potentialmessungen. 


Die Curven des registrirenden Elektrometers zeigen im All- 
gemeinen einen viel gleichfôrmigeren Verlauf als jene von Wien und 
Triest, was auf den localen Einfluf der GroBstädte zurückzufüh- 
ren ist. Die seit Anfang Jänner fortlaufenden Beobachtungen 
scheinen eine einfache tägliche Periode zu ‘ergeben, soweit dies 
vorläufig aus den Diagrammen zu ersehen ist. Vereinzelte Schnee- 
fälle scheinen den Gang des Elektrometers nicht wesentlich zu 
stôren, ganz im Gegensatz zu Regenfällen, die schon in gering- 
ster Menge sehr starke Stôrungen zur Folge haben. Das Elek- 
trometer funktionirte zur vollen Zufriedenheit. 


b) Zerstreuungsmessungen. 


Dieselben wurden täglich. zwischen 11° und 1: vorgenom- 
men und ergaben im Allgemeinen eine stärkere Zerstreuung der 
— Elektricität. Die positive Zerstreuung wurde grôBer gefunden 
in 85 Proc. aller Fälle, die negative dagegen in 65 Proc. 

Gleichzeitig wurden auch Messungen der photochemischen 
Strahlung des Himmels ausgeführt; es zeigte sich zwischen die- 
sen und den Coefficienten der Zerstreuung kein einfacher Zusam- 
menhang. 


IV. Station Innsbruck. An dieser Station wurden nur 
Zerstreuungs-Messungen ausgeführt und zwar durch Prof. P. Czer- 
mak an der dortigen Universität. 

Die Beobachtungen wurden mit December 1901 begonnen und 
bis auf eine Lücke von 26 Tagen zu Ende dieses Monats und An- 
fang des Januar 1902 regelmäfig fortgeführt. Bis jetzt liegen 
98 Beobachtungen zur Mittagszeit vor, unter welchen 24 Fôhn- 
tage enthalten sind. An 23 Tagen wurde auch noch eine Nach- 
mittagsbeobachtung gemacht. 

Die vorläufigen Ergebnisse sind folgende : 
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Das Mittel aller 98 Beobachtungen 


zu Mittags ist a =— 189 à, = 201 q — 0.94 
Das Mittel der 74 Mittagsbeobach- 

tungen ohne Fôhn 1.65 1.70 0.97 
Das Mittel der 24 Mittagsbeobach- 

tungen mit Fôhn 2.65 2.95 0.89 


Das Mittel der 23 Mittagsbeobach- 
tungen mit gleichzeitigen Nach- 


mittagsbeobachtungen 2.04 203 101 
Das Mittel der 23 Nachmittags- 
beobachtungen 3.29 3.29 101 


Man kann aus dem Zahlenmateriale vorläufig ersehen da8: 


1) An 40 Tagen die negative, an 58 Tagen die positive Zer- 
streuung überwog. 

2) Bei einer Ordnung der Werthe nach Pentadenmitteln die 
Zerstreuung seit dem Winter in stetem Wachsen begriffen ist. 

8) Die Zerstreuung an Fühntagen stets erhôht ist. 

4) An den 23 Tagen die Nachmittagsbeobachtungen ebenfalls 
einen wesentlich hühern Werth ergaben als die Mittagsbeobachtung. 

Im Gegensatze zu den Messungen in Wien, Triest und Krems- 
münster sind also hier die positiven Zerstreuungen häufiger die 
überwiegenden. 
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Ueber die Grundlagen der Geometrie. 
Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. November 1901. 


Die Untersuchungen von Riemann und Helmholtz über 
die Grundlagen der Geometrie veranlaften Lie das Problem der 
axiomatischen Behandlung der Geometrie unter Voranstellung des 
Gruppenbegriffes in Angriff zu nehmen und führten diesen scharf- 
sinnigen Mathematiker zu einem System von Axiomen, von denen 
er mittelst seiner Theorie der Transformationsgruppen nachwies, 
daB sie zum Aufbau der Geometrie hinreichend sind!). 

Nun hat Lie bei Begründung seiner Theorie der Transfor- 
mationsgruppen stets die Annahme gemacht, da die die Gruppe 
definirenden Functionen differenzirt werden kônnen, und daher 
bleibt in den Lie’schen Entwickelungen unerürtert, ob die Annahme 
der Differenzirbarkeit bei der Frage nach den Axiomen der Geo- 
metrie thatsächlich unvermeidlich ist oder ob die Differenzirbarkeit 
der betreffenden Funktionen nicht vielmehr als eine Folge des 
Gruppenbegriffs und der übrigen geometrischen Axiome erscheint. 
Auch ist Lie zufolge seines Verfahrens genôthigt, ausdrücklich 
das Axiom aufzustellen, dass die Gruppe der Bewegungen von 
infinitesimalen Transformationen erzeugt sei. Diese Forderungen, 
sowie wesentliche Bestandtheile der übrigen von Lie zu Grunde 
gelegten Axiome bezüglich der Natur der die Punkte gleicher Ent- 


1) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen Bd. 8 Abtheilung 6, 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse, 1903. Heft 4. 16 
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fernurg definirenden Gleichung lassen sich rein geometrisch nur 
auf recht gezwungene und complicirte Weise zum Ausdruck bringen 
und scheinen überdies nur durch die von Lie benutzte analytische 
Methode, nicht durch das Problem selbst bedingt. 

Ich habe daher im Folgenden für die ebene Geometrie ein 
System von Axiomen aufzustellen gesucht, welches ebenfalls auf 
dem Begriff der Gruppe beruhend, nur einfache und geometrisch 
übersichtliche Forderungen enthält und insbesondere die Differen- 
zirbarkeit der die Bewegung vermittelnden Functionen keineswegs 
voraussetzt. Die Axiome des von mir aufgestellten Systems sind 
als specielle Bestandtheile in den Lie’schen Axiomen enthalten 
oder, wie ich glaube, aus ihnen sofort ableitbar. 

Meine Beweisführung ist vôllig von der Methode Lie’s ver- 
schieden: ich operire vornehmlich mit den von Cantor ausge- 
bildeten Begriffen der Theorie der Punktmengen und benutze den 
Satz von C. Jordan, wonach jede ebene stetige geschlossene 
Curve ohne Doppelpunkte die Ebene in ein inneres und ein äuBeres 
Gebiet theilt. 

GewiB sind auch in dem von mir aufgestellten System noch 
einzelne Bestandtheile entbebrlich; doch habe ich von einer weiteren 
Untersuchung dieses Umstandes abgesehen aus Rücksicht auf die 
einfache Fassung der Axiome und vor Allem, weil ich eine ver- 
hältnifimäBig zu complicirte und geometrisch unübersichtliche Be- 
weisführung vermeiden wollte. 

Ich behandle im folgenden die Axiome nur für die Ebene, ob- 
wohl ich meine, dafi ein analoges Axiomensystem für den Raum 
aufgestellt werden kann, das den Aufbau der räumlichen Geometrie 
in analoger Weise ermôglicht. 

Wir schicken eine Erklärung voran. 


Erklürung. Wir verstehen unter der Zahlencbene die gewühn- 
liche Ebene mit einem rechtwinkligen Coordinatensystem x, y. 

Eine doppelpunktlose und einschlieflich ihrer Endpunkte stetige 
Curve in dieser Zahlenebene heife eine Jordansche Curve. Ist eine 
Jordansche Curve geschlossen, so heife das Innere des von der- 
selben begrenzten Grebietes der Zahlenebene ein Jordansches Gebict. 


Definition der Ebene. Die Ebenc ist ein System von Punkten. 
Jeder lunkt À bestimmt gewisse Theilsysteme von Punkten, zu 


1) Durch die nachfolgende Untersuchung wird zugleich, wie ich glaube eine 
allgemeine die Gruppentheoric betreffende Frage, die ich in meinem Vortrag 
sMathematische Probleme“, Güttinger Nachrichten 1900, S. 17 aufgeworfen habe, 
für den spezicllen Fall der Gruppe der Bewegungen in der Ebene beantwortet, 


über die Grundlagen der Geometrie. 235 


denen er selbst gehürt und welche Umgebunyen des Punktes À 
heiflen. 

Die Punkte einer Umgebung lassen sich stels umkehrbar eindeutig 
auf die Punkte eines gewissen Jordanschen Gebietes in der Zahlen- 
ebene abbilden. Jedes in diesem Jordanschen Gebiete enthaltene Jor- 
dansche Gebiet, welches den Punkt À umschlieft ist wiederum eine 
Umgebung von A. Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jener Um- 
gebung genannt. Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so 
ist die dadurch vermittelle umkehrbar eindeutige Transformation der 
betreffenden Jordanschen Gebiete aufeinander eine stetige. 

Ist B irgend ein Punkt in einer Umgebung von À, so ist diese 
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B. 

Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes A giebt es stets eine 
solche Umgebung des Punktes À die beiden Umgebungen gemeinsam ist. 

Wenn À und B irgend zwei Punkte unserer Geometrie sind, s0 
giebt es stets eine Umgebung die beide Punkte À und B gleichzeitig 
enthält. 

Diese Forderungen enthalten, wie ich glaube, für den Fall zweier 
Dimensionen die scharfe Definition des Begriffes, den Riemann 
und Helmholtz als ,mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit“ 
und Lie als ,Zahlenmannigfaltigkeit“ bezeichneten und ihren ge- 
sammten Untersuchungen zu Grunde legten. 

Die wesentlichen Merkmale unserer Definition fassen wir kurz 
zusammen, wie folgt: 

Definition der Ebene. Die Ebene ist eine zweidimensionale zusammen- 
hängende Mannichfaltigkeit von Punkten. 

Der leichteren Darstellung und Fasslichkeit wegen will ich in 
der vorliegenden Untersuchung stets annehmen, daB es môglich 
ist, die sämmtlichen Punkte unserer Geometrie zugleich auf die im 
Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene oder auf ein be- 
stimmtes Theilsystem derselben umkehrbar eindeutig abzubilden, 
so daf dann jeder Punkt unserer Geometrie durch ein bestimmtes 
Zabhlenpaar x, y charakterisirt ist. Wir formuliren diese engere 
Fassung des Begriffes der Ebene, wie folgt: 

Definition der Ebene. Die Ebene ist ein System von Punkten, die sich 
umkehrbar eindeutig auf die im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlen- 
ebene oder auf ein gewisses Theilsystem derselben abbilden lassen. Zu 
edem Pu nkle À unserer Geometrie giebt es Jordansche Gebiete, in 
deren Innerem der Biüldpunit von À liegt und deren sämmitliche Punkte 
ebenfalls Punkte unserer Geometrie darstellen. Diese Jordanschen 
Gebiete heiflen Umgebungen des Punktes A. Jedes in einem Jordanschen 
Gebiet enthaltene Jordansche Gebiet, welches den Punkt À einschliefl, 
{4 * 16* 
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heift wiederum eine Umgebung von À. Ist B irgend ein Punkt in 
einer Uimgebung von À, so heifft diese Umgebung auch zugleich eine 
Umgebung von B. 

Wenn À und B irgend zwei Punkte unserer Geometrie sind, so 
giebt es stets eine Umgebung, die beide Punhte À und B zugleich 
enthält. 


Definition der Bewegung. Eïne° Bewegung ist eine umkehrbar 
eindeutige Transformation der Ebene in sich von der Art, da, 
wenn der Puukt À in den Punkt B transformirt wird, zugleich 
jede Umgebung des Punktes À stetig d. h. durch Vermittlung umkehrbar 
eindeutiger stetiger Functionen der Coordinaten x, y der Zahlenebene 
in eine Umgebung des Punktes B übergeht. Eine Bewegung, bei welcher 
der Punkt M ungeündert bleibt, heifit eine Drehung um den Punkt M. 

Diese Definition formuliren wir kurz wie folgt: 

Definition der Bewegung. Eine Bewegung ist eine umkehrbar ein- 
deutige und stetige Abbildung der Ebene in sich. 

Legen wir — wie es in der gegenwärtigen Untersuchung ge- 
schehen soll — die Definition der Ebene in der engeren Fassung zu 
Grunde, so lassen sich von vornherein zwei Arten von umkehrbar 
eindeutigen stetigen Transformationen der Zahlenebene in sich 
unterscheiden. Nehmen wir nämlich irgend eine geschlossene 
Jordansche Curve in der Zahlenebene an und denken uns dieselbe 
in einem bestimmten Sinn durchlaufen, so geht dieselbe bei einer 
solchen Transformation wiederum in eine geschlossene Jordansche 
Curve über, die in einem gewissen Sinne umlaufen wird. Wir 
wollen nun in der gegenwärtigen Untersuchung annehmen, daf 
dieser Umlaufssinn derselbe ist, wie für die ursprüngliche Jordan- 
sche Curve, wenn wir eine Transformation der Zahlenebene in sich 
anwenden, die eine Bewegung definirt. Diese Annahme!) bedingt 
eine engere Fassung des Begriffes der Bewegung und die Defi- 
nition der Bewegung, wie wir sie der gegenwärtigen Untersuchung 
zu Grunde legen wollen, lautet somit folgendermassen: 

Definition der Bewegung. Eine Bewequng ist eine umkchrbar 
cindeutige stetige Transformation der Bildpunlte der Zahlencbene 
in sich von der Art, daff dabei der Umlaufssinn einer geschlos- 


1) Bei Lie ist diese Annahme in der Forderung cnthalten, da8 die Gruppe 
der Bewegnngen durch infinitesimale Transformationen erzeugt sei. Die ent- 
gegengesctste Annahme würde wesentlich die Beweisführung erlcichtern, insofern 
alsdann die ,wabre Gerade“ unmittclbar als der Ort derjenigen Punkte definirt 
werden kann, welche Lei einer den Umlaufssinn ändernden Bewegung (Umklappung) 
fest bleiben. 
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senen Jordanschen Curve derselbe bleibt. Eine Bewegung, bei welcher 
der Punkt M ungeändert bleibt, heifft eine Drehung um den Punkt M. 


Axiom I. Werden zwei Bewegungen hintereinander ausgeführt, 
so ist die dann entsichende Abbildung der Ebene in sich wiederum 
eine Bewegung. 

Wir sagen kurz: 

Axiom 1. Die Bewegungen bilden eine Gruppe. 


Axiom II. Wenn À und M beliebige von einander verschiedene 
Punkte sind, so kann man den Punlt À durch Drehung um M stets 
in unendlich viele verschiedene Lagen bringen. 

Nennen wir die Gesammtheit derjenigen Punkte, die durch 
die Drehungen um 37 aus einem von JM verschiedenen Punkte ent- 
stehen, einen wahren Kreis in unserer Geometrie, so künnen wir 
die Aussage des Axiomes IT auch so ausdrücken. 

Axiom Il. Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten. 


Dem Axiom IIT schicken wir eine Erklärung voran. 

Erklärung. Es sei À ein bestimmter Punkt in unserer Geo- 
metrie und À,, 4,, 4,, ... irgend ein unendliches System von Punkten; 
mit den nämlichen Buchstaben mügen auch die Bilder dieser Punkte 
in der Zahlenebene bezeichnet werden. Wir grenzen um den Punkt 
A in der Zahlenebene eine beliebig kleine Umgebung « ab; wenn 
dann irgend welche Bildpunkte À, in die Umgebung « fallen, so 
sagen wir, daf es in beliebiger Nähe des Punktes À Punkte 4, gäbe. 

Es sei À B ein bestimmtes Punktepaar in unserer Geometrie 
und À,B,, À,B,, À,B,,... irgend ein unendliches System von 
Punktepaaren; mit den nämlichen Buchstaben môgen auch die 
Bilder dieser Punktepaare in der Zahlenebene bezeichnet werden. 
Wir grenzen um die Punkte À und B, in der Zahlenebene je eine 
beliebig kleine Umgebung « bez. $ ab; wenn es dann Punktepaare 
A,B, giebt, so daf À, in die Umgebung & und zugleich B, in die 
Umgebung B fällt, so sagen wir, daf es in beliebiger Nähe der 
Strecke À B Strecken 4,B, gäbe. 

Es sei À BC ein bestimmtes Punktetripel in unserer Geometrie 
und À, B,C,, A,B,C,, À, B,C,, ... irgend ein unendliches System 
von Punktetripeln; mit den nämlichen Buchstaben mügen auch dic 
Bilder dieser Punktetripel in der Zahlenebene bezcichnet werden. 
Wir grenzen um die Punkte À, B und C in der Zahlenebene je eine 
beliebig kleine Umgebung « bez. 8 bez. y ab; wenn es dann Punkte- 
tripel 4,B,C, giebt, so daf At in die Umgebung « und zugleich B, 
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in die Umgebung B und C, in die Umgebung y fällt, so sagen wir 
da es in beliebiger Nähe des Dreieckes À BC Dreiecke À4,B,C 
gäbe. 

Axiom III. Wenn es Bewegungen giebt von der Art, dafj Drei- 
ecke in belicbiger Nühe des Dreieckes À BC in belicbige Nühe des 
Dreieckes A'B'C' gebracht werden künnen, so giebt es stets auch eine 
solche Bewegung, durch welche das Dreieck A BC genau in das 
Dreieck A'B'C' übergeht*). , 

Die Aussage dieses Axioms wollen wir kurz so ausdrücken: 

Axiom [l!: Die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System. 

Einige besondere Füälle des Axioms III heben wir noch her- 
vor, wie folgt: 

Wenn es Drehungen um einen Punkt M giebt von der Art, 
daB Strecken in beliebiger Nähe der Strecke À B in beliebige 
Nähe der Strecke 4'B' gebracht werden kônnen, so giebt es stets 
auch eine solche Drehung um M, durch welche die Strecke À B 
genau in die Strecke 4'B' übergeht. 

Wenn es Bewegungen giebt von der Art, daB Strecken in be- 
liebiger Nähe der Strecke AB in beliebige Nähe der Strecke 
A'B' gebracht werden kônnen, so giebt es stets auch eine solche 
Bewegung, durch welche die Strecke À B genau in die Strecke A'B' 
übergeht. 

Wenn es Drehungen um den Punkt M giebt von der Art, 
da Punkte in beliebiger Nähe des Punktes À in beliebige Näbe 
von À’ gebracht werden kônnen, so giebt es stets auch eine solche 
Drehung um M, durch welche À genau in 4' übergeht. 


Ich stelle nun die Behauptung auf: 

Eine Geometrie, in welcher die Axiome I—TII erfüllt 
sind, istentwcder die Euklidische, die Nicht-Euklidische 
hyperbolische (die Bolyai-Lobatschefsky'sche) oder die 
Nicht-Euklidischeelliptische Geometrie—vorausgesetzt, 
daff die Begriffe Ebcne und Bewegung in dem weiteren 
Sinne gefafit werden. 


1) Es genügt Axiom III für genügend kleine Umgebungen als crfüllt anzu- 
nehmen, wie es auch bei Lie geschicht; meine Bewecisführung läBt sich so ab- 
ändern, daB nur dicse engere Annahme darin benutzt wird. 

Lie hält cs ferner für ausreichend, wenn seine Axiome nur ,im Allgemeinen“ 
erfüllt sind; darnach wäre es zulässig, daB einzelne Punkte bei allen Drehungen 
um M ungeändert blieben. Diese Bchauptung ist so zu verstehen, daB man 
noch die ebene Geomctrie auf der gewôhnlichen Kugel zu den drei von Lie ge- 
nannten Geometricen hinzurechnet, da ja für diese Gcometrie die Axiome von 
Lie ,im Allgemeinen“ erfüllt sind, 
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Wenn wir die Definitionen der Ebene und der Bewegung, in ihrer 
engeren Fassung zu Grunde legen, wird offenbar die elliptische 
Geometrie von vornherein ausgeschlossen, da sich deren Punkte 
in einer mit unseren Axiomen verträglichen Weise nicht auf die 
im Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene abbilden lassen. 
In der That führt die folgende Untersuchung nur zu der Eukli- 
dischen und der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie. 


Den Gedankengang meiner Beweisführung müchte ich kurz wie 
folgt skizziren!): 

In der Umgebung irgend eines Punktes I wird durch ein 
besonderes Verfahren ein gewisses Punktgebilde 4k und auf diesem 
ein gewisser Punkt X construirt und dann der wahre Kreis 4 
durch À um M der Untersuchung unterworfen. Es ergiebt sich 
leicht, da der wabre Kreis À eine abgeschlossene und in sich 
dichte, d.h. eine perfekte Punktmenge ist. Das wichtigste Ziel 
der weiteren Entwickelungen besteht darin, zu zeigen, daB der 
wabre Kreis # eine geschlossene Jordansche Curve ist. Dies ge- 
lingt, indem wir zunächst die Müglichkeit einer cyklischen An- 
ordnung der Punkte des wahren Kreises 4 erkennen, hieraus eine 
umkehrbar eindeutige Abbildung der Punkte von # auf die Punkte 
eines gewôühnlichen Kreises schlieBen und endlich beweisen, daf 
diese Abbildung nothwendig eine stetige sein muf. Nunmehr er- 
giebt sich auch, daf das ursprünglich construirte Punktgebilde 4x 
mit dem wahren Kreise % identisch ist. Weiter gilt der Satz, 
daB jeder wabhre Kreis innerhalb % ebenfalls eine geschlossene 
Jordansche Curve ist. 

Wir wenden uns zur Untersuchung der Gruppe aller Be- 
wegungen, die bei den Drehungen der Ebene um M ein be- 
stimmter wahrer Kreis Æ in sich erfahren kann. Diese Gruppe 
besitzt folgende Eigenschaften: 1) Jede Bewegung, die einen Punkt 
von k festläfit, läfit alle Punkte desselben fest. 2) Es giebt stets 
eine Bewegung, die irgend einen gegebenen Punkt von k in irgend 
einen anderen Punkt von X überführt. 3) Die Gruppe der Be- 
wegungen ist eine stetige. Diese drei Eïigenschaften bestimmen 
vollständig den Bau der Gruppe der Transformationen aller Be- 
wegungen des wahren Kreïises in sich. Wir stellen nämlich den 
folgenden Satz auf: Die Gruppe aller Bewegungen des wahren 
Kreises in sich, die Drehungen um Æ sind, ist holoedrisch iso- 


1) Dic ausführliche Entwickelung des Beweises crscheint demnächst in den 
mathematischen Annalen 
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morph mit der Gruppe der sewobnhieen Drehungen des gewôhn- 
lichen Kreises in sich. 

Nunmehr untersuchen wir die Gruppe der Bewegungen aller 
Punkte unserer Ebene bei den Drehungen um M. Es gilt der 
Satz, da es auBer der Identität keine Drehung der Ebene 
um M giebt, welche jeden Punkt des wahren Kreises # fest- 
lässt. Wir erkennen jetzt, daB jeder wahre Kreis eine Jordan- 
sche Curve ist und gewinnen Formeln für die Transformationen 
jener Gruppe aller Drehungen. Endlich folgen leicht die Sätze: 
Wenn irgend zwei Punkte bei einer Bewegung der Ebene fest- 
bleiben, so bleiben alle Punkte fest, d. h. die Bewegung ist die 
Identität. Jeder Punkt der Ebene läft sich durch eine Bewegung 
gewiB in jeden anderen Punkt der Ebene überführen. 

Unser wichtigstes weiteres Ziel besteht darin den Begriff 
der wahren Geraden in unserer Geometrie zu definiren und die für 
den. weiteren Aufbau der Geometrie nothwendigen Eigenschaften 
dieses Begriffes zu entwickeln. Zunächst werden die Begriffe 
Halbdrehung und Mitte einer Strecke definirt. Eine Strecke hat 
hôchstens eine Mitte und wenn man von einer Strecke ihre Mitte 
kennt, so folgt, daB auch jede kleinere Strecke eine Mitte besitzt. 

Um die Lage der Streckenmitten zu beurteilen, haben wir einige 
Sätze über sich berührende wahre Kreise nôthig, und zwar kommt 
es vor Allem darauf an, zwei zueinander congruente Kreise zu con- 
struiren, die sich einander von auBen in einem und nur in einem 
Punkte berühren. Wir leiten ferner einen allgemeineren Satz über 
Kreise, die sich von Innen berühren ab und sodann einen Satz 
über den besonderen Fall, da der von Innen berührende Kreis 
durch den Mittelpunkt des berührten Kreises geht. 

Nunmehr wird eine bestimmte genügend kleine Strecke als 
Einheitsstrecke zu Grunde gelegt und aus dieser durch fortge- 
setzte Halbirung und Halbdrehung ein System von Punkten von 
der Art construirt, daB jedem Punkte dieses Systems eine be- 
stimmte Zahl a zugeordnet erscheint, die rational ist und nur eine 
Potenz von 2 als Nenner hat. Nach Aufstellung eines Gesetzes 
über diese Zuordnung werden die Punkte des gewonnenen Punkt- 
systems untereinander angeordnet, wobei die früheren Sätze über 
sich berührende Kreise zur Geltung kommen. Jetzt gelingt der 
Nachweis, daB die den Zahlen 4, 4, 4,... entsprechenden Punkte 
gegen den Punkt 0 convergiren. Dieser Satz wird schrittweise 
verallgemeinert, bis wir schlieBlich erkennen, daB eine jede Punkt- 
reihe unseres Systems convergirt, sobald die entsprechende Zahlen- 
reihe convergirt. 
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Nach diesen Vorbereitnngen gelingt die Definition der wahren 
Geraden als eines Systems von Punkten, die aus zwei zu Grunde 
gelegten Punkten entstehen, wenn man fortgesetzt Halbdrehungen 
ausführt, die Mitten nimmt und die Häufungsstellen aller erhal- 
tenen Punkte hinzufügt. Sodann kônnen wir beweisen, daB die 
wahre Gerade eine stetige Curve ist, keinen Doppelpunkt besitzt 
und mit irgend einer anderen wahren Geraden hôchstens einen 
Punkt gemein hat. Es ergiebt sich ferner, daf die wahre Gerade 
jeden um einen ibrer Punkte gelegten Kreis schneidet und hieraus 
folgt, daB man irgend zwei beliebige Punkte der Ebene stets durch 
eine wahre Gerade verbinden kann. Auch erkennen wir in unserer 
Geometrie die Congruenzsätze als gültig, wobei sich jedoch zwei 
Dreiecke nur dann als congruent erweisen, wenn für sie auch der 
Umlaufssinn der gleiche ist. 

Hinsichtlich der Lage des Systems aller wahren Geraden gegen 
einander sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem das Pa- 
rallelenaxiom gültig ist oder durch jeden Punkt zu einer gege- 
benen Geraden zwei Gerade existiren, die die schneidenden 
Geraden von den nicht schneidenden Geraden abgrenzen. Im 
ersteren Falle gelangen wir zur Euklidischen, im letzteren zur 
Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie. 


Neue Integraleigenschaften successiver 
Potentiale. 


Von 
Ernst Richard Neumann in Breslau. 


Vorgelegt von Hilbert in der Sitzung vom 3. Mai 1902. 
Mit einer Figur. 


Einleitung. 
In seiner grundlegenden Arbeit über die Differentialgleichung 
2 3 
Se ++ p(xy). u — 0!) hat H À. Schwarz wol zum ersten 


Male die Aufmerksamkeit auf eine eigentümliche Gattung von In- 
tegralen gelenkt; er bildet dort für das Gebiet T, für welches 
er jene Gleichung integrieren will, eine unendliche Reïhe aufein- 
anderfolgender Funktionen w,, w,, w, etc. — nach einem Gesetze, 
auf das ich hier nicht weiter einzugehn brauche, — und denkt 
sich alsdann immer aus zweien dieser Funktionen w,, z. B. aus 


w, und w}; das folgende über jenes Gebiet © hinerstreckte Inte- 
gral gebildet : 


ôw, 0, , ôw, Ô 
1) [W,, W;] = [(É ire _ alé 


Dann stellt sich die folgende überraschende Eigenschaft dieser 
Integrale heraus: Es ist 


2) 27 w:] = (0 w_.| —= [ous W_] = ; 


d.h., ob wir von den Funktionen w, die x-te und die À-te, oder 
aber die (x+ 1)-te und (4—1)-te, oder aber auch die (x+2)-te und 


1) II. À. Schwarz: Uebcr ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes 
Problem der Variationsrechnung. Zwciter Teil. — Ges. Abhandl. Bd. I. pag. 241, 


tiber successive Potentiale. 243 


(4 —2)-te in einem solchen Integrale 1) mit einander combinieren, 
immer erhalten wir denselben Wert für das Integral, und das 
gilt allgemein, sobald von den beiden Funktionen die eine einen 
Index besitzt, der um ebensoviel grôBer als x, wie der der an- 
anderen kleiner als À ist. Wir kônnen daher kurz sagen, jene 
Integrale 1) hingen nicht ab von den Einzelwerten, sondern nur 
von der Summe x+2 der Indices der zu ihrer Bildung verwandten 
Funktionen. 

Integrale ähnlicher Art, welche alle diese nämliche Eigen- 
thümlichkeit zeigen, sind nun seither vielfach, sowohl im Gebiete 
der gewôühnlichen, wie der partiellen Differentialgleichungen ange- 
wandt!); man bedient sich ihrer jetzt bei fast allen Methoden, 
welche mit successiven Approximationen arbeiten. Es sind diese 
Integrale nämlich stets noch durch eine Fülle anderer ein- 
facher Eigenschaften ausgezeichnet, welche ihnen eben bei allen 
diesen Methoden eine hervorragende Rolle im Convergenzbeweise 
zuweisen. 

So hat denn auch Poincaré solche Integrale herangezogen bei 
den Convergenzbeweisen für die Methoden von C. Neumann und 
Robin zur Integration der Potentialgleichung?). Auch die bei 
diesen Methoden auftretenden successiven Potentiale besitzen die 
genannte Eigenschaft: Gewisse Integrale, gebildet aus je zweien 
dieser Potentiale, hängen wieder nur ab von der Summe der 
Indices derselben — oder, wie wir dafür kurz sagen wollen: Jene 
successiven Potentiale besitzen die ,Schwarz’sche Integral- 
eigenschaft“, 

Der Zweck dieser Mitteilung ist es nun, zu zeigen, daB diese 
C. Neumann'schen und Zobin'schen Potentiale noch durch weitere 
Integraleigenschaften ausgezeichnet sind, die wir füglich als Ver- 
allgemeinerung der Schwarz’schen Integraleigenschaft anzusprechen 
haben werden. — Dabei machen die nachfolgenden Betrachtungen 
es aber im hôüchsten Grade wahrscheïnlich, daB ähnliche Verallge- 
meinerungen, Wie sie sich hier für diese successive Potentiale 
ergeben, auch noch bei anderen successiven Funktionen gelten 
werden, wie solche bei der Integration anderer Differentialglei- 
chungen auftreten, und daf diese neuen Integraleigenschaften dann 
dort ähnliche Dienste leisten werden, wie hier im Gebiete der Po- 
tentialgleichung. 


1) Es sind hier wol vor allem die Arbeiten von Æ. Picard und seinen Schülern 
zu nennen. 

2) I. Poincaré: La méthode de Neumann et le problème de Dirichlet. Acta 
mathematica, Bd. 20, 1897. pag. 59. 
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Um nun im Folgenden die Integraleigenschaften, um die es 
sich hier handelt, übersichtlich auseindersetzen zu kônnen ‘), wollen 
wir wieder das Symbol [y, y] einführen, und darunter jetzt stets 
ein Raumintegral von der folgenden Form verstehn: 


9 fo f(S- +. 2) 
und wollen diesem Symbol dann noch einen Index beifügen, welcher 
sich auf das Integrationsgebiet bezieht. — 

Wir haben es nun im Folgenden immer mit einer im Raume ein 
für alle Malé fest gegebenen, geschlossenen Fläche 
6 zu thun, und werden dann solche Integrale bald hinzuerstrecken 
haben über das Innengebiet 3, bald über das AuBengebiet Y 
dieser geschlossenen Fläche 6. DemgemäB werden wir diese Inte- 
grale in dem einen und dem anderen Falle bezeichnen mit: 


3") [p,vla bezw. [p,w],. 


8 1. Die Integraleigenschaften der C. Neumann’schen Doppelbelegungs- 
potentiale. 


Um nun auf die aufeinanderfolgenden Potentiale näher einzu- 
gehn, um deren Integraleigenschaften es sich handelt, führen wir 
noch ein weiteres Symbol (de), ein, durch welches wir ein Element 
do jener Fläche 6 und einen ganz beliebig im Raume gegebnen 
Punkt p in Beziehung zu einander setzen; wir verstehn nämlich 
unter (do), den folgenden Ausdruck : 


(x) 


: (do), De On 


dé — er 


P 


worin Æ, die Entfernung des Elementes de vom Punkt p, und » 
die auf de errichtete innere Flächennormale bedeutet — es ist 
dann dieses (do), nichts anderes als die scheinbare Grôfe des Ele- 
mentes de vom Punkte » aus, dieselbe positiv oder negativ ge- 
rechnet, je nachdem man von p aus auf die innere, oder aber auf 
die äuBere Seite des Elementes do hinblickt. 


1) Auf Angabe der Beweise, auch nur der neuen Integraleigenschaften, 
will ich verzichten, weil diese Beweise ganz analog zu führen sind; wie sie z. B. 
Poincaré bei den bereits bekannten, den Schwarz’schen, Integraleigenschaften ge- 
fübrt hat. Es handelt sich immer nur um äuferst einfache Anwendungen be- 
kannter Geeen’scher Formeln. 
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Denkt man sich alsdann auf 6 eine stetige, sonst aber will- 
kürliche Funktion f vorgeschrieben, so kann man unter Be- 


& INR: 


nutzung dieses Symbols (de), das erste der ihr zugehôrigen C. Neu- 
mann'schen Doppelbelegungspotentiale — um zunächst auf diese 
einzugehn — durch folgendes über die Fläche © hinerstreckte 
Integral definieren : 


W, = a 1h AC 


Diese Funktion der Lage des Punktes p ist dann an der 
Fläche 6 unstetig, sie besitzt in einem Punkte s von 6 ver- 
schiedene Werte, je nachdem man sich ihm von innen oder aber 
von auBen nähert. — Von diesen verschiedenen innern und äuBeren 
Randwerten W, und W., bilden wir nun überall das arithmetische 
Mittel; dies stellt dann eine neue für alle Punkte s von © def- 
nierte Funktion dar, die wir mit f! bezeichnen wollen, 


ECW,+ W.) = 


Auf Grund dieser neuen Werte f’ bilden wir sodann genau ebenso, 
wie oben auf Grund der Werte f, ein Doppelbelegungspotential W': 


, = à fr. Go, 
und verfahren dann mit diesem weiter genau so, wie oben mit der 
Funktion W, wir setzen À 
LOPEND =, 
und bilden das weitere Potential W”: 


Song br 
W, = à fre), 


und fahren nun in genau derselben Weise fort, bilden sonach, aus- 
gehend von der auf 6 willkürlich vorgeschriebenen Funktion f,, 
die aufeinanderfolgenden Potentiale W, W', W", W'", etc. nach dem 
folgenden Schema : 
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W, = off, Go, W+W, = %. 
W, = + fr: Go, WA+W.= 
s 1 ” 
(A) W, = à fr&o, e 


We Pmil "s are 
W°® 


| 


| à Jr Go, 


Diese Potentiale besitzen dann also, wie schon oben angedeutet 
wurde, die Schwarz'sche Integraleigenschaft, d. h. wenn 
wir zwei von ihnen in gewissen Integralen von der Form 3) com- 
binieren, so erhalten wir alle Male denselben Wert für das In- 
tegral, sobald nur die Summe der Indices jener beiden Funktionen 
dieselbe ist, und zwar gilt das in gleicher Weiïse, ob wir die In- 
tegrale immer über den Innen- oder aber über den AuBenraum 
von 6 hinerstrecken; es folgt also z. B. 


We, W®, = [W4# We, = [Wow Wa], ni. 
und ebenso auch: 
[W, Wa, = [Wo4, Wé, = [War Wa, = ,,,etwa = J"* 


Diese so definierten GrôBen J® und J® wollen wir als die 
»Schwarz’'schen Integrale* der C. Neumann'schen Methode 
des arithmetischen Mittels bezeichnen, oder wol auch gar im 
Gegensatz zu gewissen Verallgemeinerungen, die wir sogleich 
kennen lernen werden, als die ,speciellen“ Schwarz'schen Inte- 
grale, weïl sie eben vüllig analog den von Schwarz bei anderer 
Gelegenheit eingeführten Integralen gebildet sind [vgl. die Ein- 
leitung]. 

Bei der Einführung dieser Grüfien J® und J‘, von denen 
eben bereits Poincaré in der erwähnten Arbeit vielfach Gebrauch 
macht, handelt es sich also immer um Integrale, in denen zwei 
Funktionen mit einander combiniert sind, welche ein und dem- 
selben System C. Neumann’scher Doppelbelegungspotentiale ange- 
hôren, welche also beide aus ein und derselben Stammfunktion 
f bergeleitet sind. — Ganz analoge Relationen gelten nun aber auch 
für solche Integrale, in denen zwei Funktionen enthalten sind, welche 
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zwei gänzlich von einander unabhängigen Systemen aufeinander- 
folgender Doppelbelegungspotentiale angehôren — und darin be- 
stehn eben die neuen Integraleigenschaften dieser Potentiale. 

Um etwas näher hierauf einzugehn, bilden wir jetzt also noch 
em zweiïtes System solcher Potentiale, ausgehend von einer neuen, 
von /, gänzlich unabhängigen Funktion f. Wir bezeichnen sie mit 
#8 und verfahren bei ihrer Bildung vüllig analog wie oben bei 
den Funktionen W‘ [vgl. (A)], d.h. nach dem folgenden Schema: 


I 
LS 


1 
w®, = à ff.(s), 2, +. 


I 
D 


: D of ; / 
B, = fi.G@o), +, 
mcifre 
(A*) JANET 9x TA 6), 
douce ÉME 2 ge 
mo = à [19 Go, 


Dieses System (A*) der Funktionen ® ist dann thatsächlich 
gänzlich unabhängig von dem System (A) der Funktionen W‘, 
da wir ja bei Bildung des einen und des anderen Systems von 
gänzlich verschiedenen auf 6 vorgeschriebenen Werten (f, bezw. f.) 
ausgegangen sind, — gleichwobhl gilt, wenn wir jetzt je eine Funk- 
tion des einen und des anderen Systems mit einander in gewissen 
Integralen von der Form 3) combinieren, noch immer jenes Gesetz, 
da8 der Wert dieses Integrales lediglich von der Summe der In- 
dices jener beiden Funktionen abhängt, nicht aber mehr von den 
Einzelwerten dieser Indices. Es ist nämlich 


[W®, x] = [Wa 4-1] = [W%+, g»] Le HER k 


gleichgültig, ob wir immer über das Innengebiet $ von 6, oder 
aber über das AuBengebiet A hinintegrieren. Den gemeinsamen 
Wert der Integrale in dem einen und demanderen Falle wollen 
wir mit K%*Ÿ bezw. mit K**Ÿ bezeichnen, und dann das Resultat 
kurz so zusammenfassen : 

Neue Integraleigenschaften der C. Neumann’schen Doppel- 
belegungspotentiale. — Bildet man, ausgehend von irgend welchen 
auf & willkürlich aber stetig vorgeschriebenen Werten f, aufeinander- 
folyende Doppelbelegungspotentiale W, W', W", W'", etc. [vgl. das 


dd 
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System (A)], und gänetich unabhängig davon, ausgehend von irgend 
welchen anderen stetigen Werten f,, ebenfalls solche Potentiale &, %, 
%”, @”", etc. [vgl. das System (A*)], so hat das aus je einer Funktion 
des einen und des anderen Systems gebildete Integral [W‘, 19 
[vgl. 3)] stets denselben Wert, wenn nur die Summe x+2 der In- 
dices dieser beiden Funktionen dieselbe ist, und Entsprechendes gt 
auch von den über das Aufengebiet X hinerstreckten Integralen 
[W®, Wa — Es ist also 2. B. 


[W°, m?] a = LS, m4] 3 = [te æ-*] g=...— K®%# 
b) { und entsprechend auch: 
[W®,%°)] a=[W#, ga») a=[W%, Bu 4 Le KV 


Im Gegensatz zu den Integralen J* und J*, den speciellen 
Schwarz'schen Integralen, wollen wir diese so definierten GrôBen 
K‘ und K‘ bezeïichnen als die ,verallgemeinerten“ Schwarz-. 
schen Integrale der C. Neumann'schen Methode des arith- 
metischen Mittels. — In dem Specialfalle, daB die von Hause aus 
gänzlich unabhängig von einander gedachten willkürlichen Funk- 
tionen f, und f, zufällig gleich sind, werden beide Klassen von 
Integralen identisch, gehn die verallgemeinerten wieder in 
die speciellen Integrale über. Aber auch sonst sind diese 
beiden Gattungen von Integralen nicht unabhängig von einander, 
zwischen den Werten der einen und der anderen Integrale besteht 
vielmehr stets ein enger Zusammenhang, auf den wir jetzt noch 
kurz eingehn wollen. 

Wir erhalten ihn wol am einfachsten durch eine auch bereits 
mebrfach von Schwarz angewandte SchluBweise, die sich auf die 
Thatsache gründet, da das über ein beliebiges Gebiet hin- 
erstreckte Integral 


ôF'\ ôF \ ‘Fr \ 
Je) +) +()le = w 
stets positiv ist, sobald F eine reelle Funktion bedeutet. — 
Bilden wir nun dieses Integral für die specielle Funktion 


F = 0oW® + bp”, 
so folgt daraus : 
CEE) = d[W, W%]4+ 248 L We, 2] + 8° (299, 29] > 0, 
welche Werte die GrôBen « und 8 auch haben môügen, d. h. es ist 


dieser Ausdruck eine definite positive quadratische Form der Veränder- 
lichen « und f, ihre Discriminante ist also positiv, oder aber es ist: 


1 7 


über successive Potentiale. 24ÿ 
| (We, mm] 2 . [ wo, W®] à [W°, 2], 


und zwar gilt diese Beziehung noch immer, was für ein Inte- 
grationsgebiet wir auch den einzelnen darin vorkommenden Inte- 
gralen zu Grunde legen. Nehmen wir dafür einmal das Innen- 
gebiet 3 von 6, dann das AuBen gebiet A, und schlieBlich drittens 
den ganzen unendlichen Raum, d. h. das Gebiet S+%, so er- 
geben sich aus jener allgemeinen Relation unter Rücksicht auf 4) 
und 5) sofort die drei folgenden Ungleichungen: 


( A2) < Je 3, ( Kw) < J* . Ga 
( K%? HUE SD) S ( Je» Je"): (SE + Su) 


Diese stellen den gesuchten Zusammenhang zwischen den Werten 
der verallgemeinerten und der speciellen Schwarz’schen Integrale 
dar, denn die GrôBen 3 und 3° sind, wie ja wol bereits aus 
dem Vorhergehenden ersichtlich, nichts anderes als ebenfalls spe- 
cielle Schwarz’sche Integrale, nämlich die den Funktionen Œ@° des 
Systems (A*) zugehôürigen; sie sind nämlich in folgender Weise 
definiert : 


7) Ru — [B°*, 19, Sr sl. [W°*, Ru. 


6) 


$ 2. Die Integraleigenschaften der Robin’schen einfachen Flächen- 
potentiale. | 

Vüllig analog, wie bei den C. Neumann’schen Doppelbelegungs- 
potentialen liegen nun die Verhältnisse auch bei den successiven 
Robin'schen Potentialen einfacher Flächenbelegungen, nur daB diese 
Funktionen eben ein anderes Bildungsgesetz befolgen. 

Man geht bei ihrer Bildung ebenfalls aus von einer willkürlich 
auf der betreffenden Fläche 6 vorgeschriebenen stetigen Fanktion, 


die wir mit g bezeichnen wollen, sieht dann 5x 9 aber an als die 


Dichtigkeit einer einfachen Flächenbelegung, deren Potential 
in einem beliebigen Punkte p also 


1 de 
, = RJar 


ist. Dieses Potential ist dann selber zwar an der Fläche 6 
stetig — unstetig hingegen sind jetzt die normalen Ableitangen 
von V, die nach der Richtung z. B. der inneren Normalen » ge- 


nommene Ableitung _ hat verschiedene Werte, je nachdem wir 


Kgl. Ges. d, Wiss. Naohrichten. Math.-phys. Klasso 1902. Heft 4. 17 
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sie in einem inneren oder aber äuBeren, wenn auch unendlich 

benachbarten, Punkte bilden. Da sehen wir denn nun wieder 

überall das arithmetische Mittel dieser beiden verschiedenen Grenz- 

werte es und S) an als eine neue auf der Fläche 6 vor- 
is as 


geschriebene Funktion, die wir mit 9 bezeichnen, 


Sa), +.) # 


und bilden dann auf Grund dieser Werte g' ein neues Potential 
V, genau so, wie wir oben das Potential V, auf Grund der Werte 
9, bildeten, und fahren dann auch weiter in genau derselben Weise 
fort, d. h. bilden also successive die Potentiale V, V', PV", etc. nach 
dem folgenden Schema : 


1 dé oV oV 
FEnlé E, Car), + (Gr), = 2. 
; 1 , d6 oV' OV" à 
PT se Jo La Sn). nn — 24, 
ü 1 , d6 
(B) Fm =xJé E, 
0 pen Ô Cm) sn A 
Ce ET 
6 
UN RRE nr fn) 
Fe 2x J  E 


Diese Funktionen besitzen dann also ebenfalls die Schwarz’sche 
Integraleigenschaft bezüglich des Innengebietes 3, sowie des Aufen- 
gebietes A der Fläche 6, es ist nämlich: 


| [F4 Vs = 2 aa LÉ = Nue A pass 2, ee. — LH 
8) / und ebenso auch: 
LP, V®]y _ iso Par Æ A Va y — .. etwa— Le 


Die solchermafen eingeführten GrüBen L® und Z® wollen wir 
dann ähnlich wie früher bezeichnen als die Schwarzschen In- 
tegrale, oder noch genauer als die ,speciellen“ Schwarz’ 
schen Integrale der Robin’schen Methode; auch von ihnen macht 
vorübergehend bereits Poincaré in jener Arbeit Gebrauch. 

Doch die Schwarz'schen Integraleigenschaften 8), welche zur 
Einfübrung dieser GrôBen Veranlassung gaben, lassen sich nun 
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wieder noch erheblich verallgemeinern, wie ich das bereits 
1899 in einer Mitteilung in diesen Nachrichten kurz angegeben 
habe. Es bleiben die Relationen 8) nämlich wieder noch bestehn, 
wenn man in jenen Integralen das eine der beiden Potentiale PV 
durch eine Funktion ersetzt, welche einem anderen gänzlich un- 
abhängigen System solcher aufeinanderfolgender Robin'scher Po- 
tentiale angehôürt. — Wir wollen die Funktionen eines zweiten 
solchen Systems mit #,%',®"”, etc. bezeichnen, und sie uns aus 
einer von g, vüllig unabhängigen Fuanktion g, in genau derselben 
Weise, wie die V's aus der Funktion g, [vgl. das System (B)] her- 
geleitet, d. h. also nach folgendem Schema gebildet denken: 


1 do 0% 03 ] 

3, — = J SE (S). * (Se). = 2g 
, 1 , d6 oS"' 0S' ” 
RE F4 + Gr). = 2 


Be = D Jef 
cm 


0$ "2 0% . 
me 
g® — LS TUE Maure mp 


2x Er 


Obwohl dann diese Funktionen ®#,%", ®”, etc. also günzlich 
unabhängig von den Funktionen V® des Systems (B) sind, stellt 
sich doch eben wieder heraus, daf 


piégé B?] = LEUR Br] Les. PRE DB] — 


ist, mügen wir nun immer über das Innengebiet $ von 6, oder 
aber über den AuBenraum À hinintegrieren. — Je nachdem das 
eine oder das andere der Fall ist, wollen wie den gemeinsamen 
Wert dieser Integrale mit M%*? oder A *? bezeichnen, und dann 
die letzten Betrachtungen kurz so zusammenfassen : 


Neue Integralcigenschaften der Robin’schen Potentiale ein- 
facher Flächenbelegungen. — Bildet man ausgehend ron ciner be- 
liebigen stetigen auf © vorgeschriebenen Funktion g, die aufeinander- 
folgenden Robin'schen Potentiale V, V', V", V"', ctc. [ogl. das System 
(B)], und gänelich unablängig davon, ausgehend von iryend einer an- 
deren auf 6 stetig vorgeschricbenen Funktion g, die entsprechenden 
Potentiale B, 3’, 8", 8", etc. [vgl. das System (B*)], so hat das aus 
einer Funktion des einen, und einer des anderen Systems gebildete 
| * 17* 
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Integral [V®,B%]s [vgl. 3)] stets denselben Wert, sobald nur die 
Summe x +2 der Indices dieser beiden Funktionen dieselbe ist, und 
Entsprechendes gilt auch von den über das AuBengebiet X hiner- 
streckten Integralen [V®, 8%]. Es ist also z. B. 


[7eæ, BP] — dde B4-1] a = és +2) ,B%?] 3 = EE M 
9) und entsprechend auch: à 
[7®, Blu — sh 2 RAS BAM — 2 pron BP ]|y — — Mr 


In dem speciellen Falle, daf die beiden willkürlich vorge- 
schriebenen Funktionen g, und g, gleich sind, werden auch die 
beiden Systeme (B) und (B*) der Funktionen V® und # * identisch, 
und gehn daher diese ,yverallgemeinerten“ Schwarzschen 
Integrale M‘ und M wieder direkt über in die speciellen 
Integrale L® und L* der Robin’schen Methode [vgl. 8)}, während 
im Allgemeinen wieder nur zwischen den Werten der Integrale 
der einen und der anderen Gattung gewisse durch Ungleichungen 
darstellbare Beziehungen bestehn; es ist nämlich 


( M s+b)s = Le”. gen (M2) = Le gas) 


10) ( M*+? ns M“%#ÿ É ( Le” £ Le (a “ra Riu à 


wie sich das ganz analog beweisen läfit, wie oben das entsprechende 
Resultat 6) bei den Schwarz'schen Integralen der C. Neumann’ 
schen Methode. — Hier bedeuten natürlich £® und £" die den 
Funktionen 8 des Systems (B*) zugehôrigen speciellen Schwarz’ 
schen Integrale, d. h. es ist: 


1 1) QAHD == [3% BV]9, LH == [S°, Bu. 


$ 3. Integralbeziehungen zwischen C. Neumann’schen und 
Robin’schen Potentialen. 


Alle Ausführungen der vorigen Paragraphen bezogen sich nur 
auf Integralc, in welchen entweder zwei C. Neuwmann'sche 
Doppelbelegungspotentiale oder aber zwei Robin'sche’ Poten- 
tiale einfacher Flächenbelegungen mit einander combiniert 
waren. Nunmehr wollen wir auch noch Integrale betrachten, in 
denen ein C. Neumann’sches und cin Ziobin’sches Potential mit 
einander zusammengestellt sind, z. B. eines der Potentiale W‘ des 
Systems (A) mit cinem der Potentiale V* des Systems (B), d. h. 
also z. B. die Integrale [W*, V®]s und [W®, V®]. — Dann sind 
also die bier zusammengestellten Funktionen nicht nur in dem 


17# 
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Sinne unabhängig von einander, dafi sie aus verschiedenen auf 6 
willkürlich vorgeschriebeuen Werten (f, bezw. g,) hergeleitet sind, 
wie das z. B. die Funktionen W%® und % in 5) ja auch sind, 
sondern diese Funktionen W%* und V befolgen auferdem noch 
ganz verschiedene Bildungsgesetze [vgl. die Schemate (A) und (B)] 
— trotzdem stellt sich bei näherer Untersuchung abermals jenes 
Gesetz heraus: Der Wert jener Integrale hängt wieder nur ab 
von der Summe der Indices der beiden angewandten Funktionen, 
es ist wiederum: 


[W®%, pa] = À: dr À FA) — D ''é pa = ..., 


gleichgültig ob wir diese Integrale immer hinerstrecken über den 
Innen- oder AufBenraum von 6. Wir wollen dieses Resultat in 
folgenden Satz zusammenfassen : 


Integralbeziehungen zwischen den C. Neumann’schen und 
Robin’schen Potentialen. — Bildet man ausgehend von irgend 
welchen auf 6 stetig vorgeschriebenen Werten f, die aufcinanderfol- 
genden C. Neumann'schen Doppelbelegungspotentiale W, W7, W", W", 
etc. [vgl. das System (A)], und bildet ferner gänzlich unabhängig davon, 
ausgehend von irgend welchen anderen auf © vorgeschriebenen stetigen 
Werten g, die aufeinanderfolgenden Robin'schen Potentiale einfacher 
Flächenbelegungen V, V',V”, V", etc. [vgl. das System (B)|, so besitst 
das aus einer Funktion des einen und einer Funktion des anderen 
Systems gebildete Integral [W®, V®]s alle Male denselben Wert, so- 
bald nur die Summe x+2 der Indices jener beiden Funktionen dic- 
selbe ist, und vüllig Analoges gilt auch von den über das Aufenge- 
biet A von 6 hinerstreckten Integralen [W®, V®l]y. — Es ist also z. B. 


[W®%æ, Va ser 1 d'a PES — A EE FAT Atom de 
12) und entsprechend auch: 
[ee Vlr — (ee) pay — LEE, V42 lu =” 


Diese Relationen weisen aufs Neue auf den engen Zusammen- 
hang hin, der zwischen der C. Neumann’schen Methode des arith- 
methischen Mittels und der Zobin'schen Methode besteht.  Doch 
will ich wegen der im Allgemeinen weit geringeren Wichtigkeit 
dieser Klasse von Integralen nicht läünger bei ihnen verweilen, 
müchte nur den überaus einfachen Zusammenhang zwischen den 
über den Innenraum % und den Aufenraum % hinerstreckten 
Integralen erwähnen, es ist nämlich: 


13) [W, V®u SE [ W®, PPT 
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$ 4. Anwendungen. 


C. Neumann 1ôst die Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für die auf 6 willkürlich vorgeschriebenen Werte f in seiner Me- 
thode des arithmetischen Mittels durch die folgenden 
unendlichen Reïhen : Im AuBenraum À durch die Reïhe: 


dla) 9, = C—[(W,+ W)+CWi+ Wo)+W + W +: 
und im Innenraum % durch die Reïhe: 
LD = CHIOTS M), 


wo C eine gewisse Constante ist, und die W's die aus f herge- 
leiteten Doppelbelegungspotentiale sind [vgl. das System (A)]. — 
Er selber hat die Convergenz und Gültigkeit dieser Lüsung unter 
der Voraussetzung bewiesen, da8 die Fläche 6 überall convex 
sel. — Poincaré hat dann in der schon ôfters erwähnten Arbeit 
diese Voraussetzung fallen gelassen und einen Beweis für die All- 
gemeingültigkeit der Methode gegeben, der dann später von 
Anderen mehrfach modificiert ist. 

Was nun den gemeinsamen Grundgedanken aller dieser letzteren 
Beweise anlangt, so dürfte dieser darin bestehn, daB sie aus den 
mannigfaltigen einfachen Eigenschaften, durch welche die jenen 
Funktionen W‘° zugehôrigen Integrale J® = [W®®, W®]s und 
J® = [W®?, W®]x ausgezeichnet sind, Nutzen zu zichn suchen 
für die Frage nach der Convergenz jener Reïhen 1). — Eine wicl- 
tige in allen diesen Bewcisen zu lüsende Aufgabe bestcht also darin, 
daff man den Zusammenhang zwischen den Werten der Funktionen 
W® selber und jenen Integralen J® und J® ermittelt. 

Diese Aufgabe findet nun eine äuferst einfache Tüsung da- 
durch, daf man wenigstens vorübergehend auch Integrale von der 
Form |[W‘%, %”] einführt, also Integrale, wie die, von denen un- 
sere neuen Integraleigenschaften handeln. — Während eben, so- 
bald die Werte f, auf 6 einmal vorgeschrichben sind, mit ihnen die 
Funktionen W, W', W", etc. und damit auch dic Integrale J°® und 
J*® fest und unveränderlich gegeben sind, so haben wir bei den 
allgemeineren Integralen [ W‘®, ®®] noch immer in den Potentialen 
%® cinen Bestandteil, über welchen wir noch bis zu einem ge- 
wissen Grade frei verrügen dürfen, wir künnen nämlich die Werte 
f, aus welchem wir die Funktionen ®° ableiten [vgl. das System 
(A*)|, noch ganz ad libitum wühlen. 

Von dicser Freiheit wollen wir nun Gebrauch machen, wir 
wollen also jetzt specicllere Annahmen über die Werte f, machen. 
Zu diesem Zwecke denken wir uns zunächst auferhalb 6 belichig 
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aber fest einen Punkt a markiert, und sehn dann die reciproken 
Abstände der Oberflächenpunkte s von diesem Punkte a an als 
die auf 6 vorgeschriebenen Werte f,, d. h. wir setzen 


Die auf Grund dieser Werte f, gebildeten Doppelbelgangspoten- 
tiale B° [vgl. das System (A*)] wollen wir dann in diesem Special- 
falle durch den Buchstaben W bezeichnen, und da sie noch von 
der Lage des Punktes à abhängig sind, ähnlich wie etwa auch 
die sogenannte Green’sche Funktion noch von der Lage eines 
Punktes, ihres Poles, abhängt, so wollen wir ihnen noch die Marke 
(«) beïfügen; wir setzen also in diesem Specialfalle : 


1 U 4 
2a) Î, = $ té B, = Woo 4%! = Won &, = Wa) SE 


Die diesem System C. Neumann'scher Potentiale zugehôrigen 
speciellen Schwarz’'schen Integrale, d. h. unsere früheren Integrale 
3° = [B"7, W°J und 3° — [R°, Br [vel. 7) pag. 249] wollen 
wir dann, um wieder sogleich den vorliegenden Specialfall anzu- 
deuten, mit | und 1® bezeichnen, sodaB also 


(CA ME ) ) TG) __ (n—g) WAN(a) 
3a) ss F4 [MW Wé]s, 1 = [We ”, Wélu 


ist, und entsprechend wollen wir die aus den Potentialen W‘“ des 
Systems (A) und jenen speciellen Funktionen #® gebildeten all- 
gemeineren Integrale K° =[W"°,%%]s und X°® = [W,8°%]}y 
[vgl. 5) pag. 448] mit K%, und K% bezeichnen, sodaB diese GrüBen 
also definiert sind durch folgende Gleichungen : 


4a) id à de 4 € ne QU dl 


wo die Zahl q immer noch ganz beliebig, nur kleiner als », an- 
genommen werden darf. % 
Eine nähere Untersuchung lehrt dann, daf die Summe K®,+K4, 
dieser beiden letzteren Integrale abgesehen von dem Faktor (— 4x) 
nichts anderes ist, als der Wert, welchen die Funktion W°”+ W°* 
in jenem Punkte a besitzt, d. h. es folgt die fundamentale Formel : 


Wo+ Wie = — {Ke -+Ko 
sa) 1 fn 
di = — 4x [[W, Wals “Fr [WT ) Wa) 
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Ganz entsprechend kônnen wir nun auch von einem im Innen- 
raum $ von 6 fest markierten Punkte à ausgehn, den reciproken 
Abstand von ïihm als die auf 6 vorgeschriebene Funktion f, ansehn, 
und von ihr ausgehend die successiven Potentiale W® bilden, so- 
daB also jetzt 

° 1 { ! U4 j (4 
2i) f, — LS &, Lt Woo æ, o: Woo æ =: Woo: 2 
ist. Diesen Potentialen môügen nun die speciellen Scwarz’schen 
Integrale 


: G) _— [W-9 Mo re ) 
3 i) [is [WG ns Wols; Lo = [W;, N: We Ja 
und die verallgemeinerten Integrale 

! (PONT (n—9) (a) Win) — (n—g) Aa) 
4i) Ks SE A2 7, Wéls, Ke, rs [We ?, We Ju 


entsprechen. Dann folgt ganz analog zu unseren obigen Betrach- 
tungen, daf die Summe K®+K® dieser beiden letzteren Integrale 
bis auf den Faktor 4x mit dem Wert übereinstimmt, den die 
Fanktion W‘— W°#° in jenen Punkte à besitzt: 


(n) G41) ) K® 
W; FE W* = ere KG, 

Bi) 
d. i. 


I 


_ | [ Wir, Wé ls xd C ne”, Wé, Ju | 


Diese beiden Gleiclhungen 5a) und 51) lehren nun, dafj man ge- 
wisse Aggregrate der Funktionen W, nümlich in äuferen Punlten 
die Summe W®+ W®*°, in inneren Punkten die Differenz 
W® = W®#, direkt darstellen kann je durch die Summe zwcier ge- 
wisser unserer verallgemeinerten Sclhwarz'schen Integrale. — Diese 
Aggregate sind es aber gerade, welche in den C. Neumann’schen 
Reihcen 1) auftreten, um deren Convergenz es sich handelt. 

Von der Darstellung 5) jener Aggregate W‘’+ W*? und 
WW durch verallgemeinerte Sckwar:sche Integrale 
gestatten jetzt die Relationen 6) von pag. 249 leicht den Ueber- 
gang zu den speciellen Integralen; es folgt danach sofort: 

(4x) (W® + HW = (Ka + RUE << (T0 + TA (LE se CO 


(u) 


(4x) (Wi— Wet — (Ki + +0) = A (JE + Vin E (EP + 169), 


(4) 
wobei cs noch immer in unser Belieben gestellt ist, der Zahl q 
jeden Wert unterhalb x beizulegen, also z. B. auch q = 1 zu 
setzen. Dann folgt aber specieller dieses Resultat : 
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(MS + We) <(& ] (Ke, Fig di ): { Je + Ja] 
(W — WHY <( LC na Fe): { Je + ral 


Was nun die hier auftretenden Faktoren f,+K, und f,+l,, 
anlangt, so hängen sie den Gleichungen 2) und 3) zufolge lediglich 
ab von den geometrischen Verhältnissen der Fläche 6 und von 
der Lage des Punktes a bezw. i, und zwar sind es stetige Funk- 
tionen der Lage dieser Punkte, ja sie bleiben auch noch stetig 
und mithin auch endlich, wie nahe einer dieser Punkte auch 
an 6 heranrücken môüge — wie sich das unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen über die Fläche 6 beweisen läft. Es erreichen 
also diese Funktionen +, und K,+K, bei beliebiger Verschie- 
bung der Punkte a und : sicherlich irgendwo einen bestimmten 
endlichen Maximalwert. Diesen bezeichnen wir mit (4x) -A*; 
dann ist jetzt À eine lediglich von der Beschaffenheit der Fläche 
6 abhängige Grôfe, d. h. eine rein geometrische Constante. 

Führen wir jetzt aber dieses Maximum (4x) A° jener Faktoren 
+, und f,+V, anstatt dieser in die Ungleichungen 6) ein, so 
verstärken wir sie nur noch weiter, und erhalten so, wenn wir 
schlieBlich noch die Quadratwurzel ziehn: 


7 abs (W + Wet) < A Ve er, 


abs (WO — We) < AVERTIS, 


Relationen, welche dann natürlich für ganz beliebige äufBere und 
innere Punkte a bezw. à gelten, und den gesuchten Zusammenhang 
zwischen den Werten der Funltionen W®° und den ilnen zugchôrigen 
Schvarz'schen Integralen J° und J'? [vgl. 4) pag. 216] darstellen. — 
Sie erôffnen uns die Müglichkeit, von diesen Integralen Rück- 
schlüsse auf die Glieder der C. Neumann’schen Reïhen 1) zu zichn, 
— darin besteht eben die grofe Wichtigkeit dieser Relationen. 
Gelingt es z. B. zu beweisen, — wie das Poincaré thatsächlich, aller- 
dings unter gewissen Annahmen, thut, — da die GrüBen J "+47" 
mit wachsendem x schneller gegen 0 convergieren, als die Glicder 
einer geometrischen Reïhe mit echtgebrochenem Quotienten, so 
gestatten die Ungleichungen 7) sofort, das Gleiche auch von den 
Termen W® + W£#? und W°°— W!*° auszusagen, womit die a b- 
solute und gleichmäflige Convergenz der C. Neumann'schen 
Reïhen 1) bewiesen wäre. 
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Ganz analog wie bei der C. Neumann’schen Methode des arith- 
methischen Mittels liegen nun die Verhältnisse auch bei der 
Robin’schen Methode zur Lôsung der sogenannten zweiten 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie, d. h der Aufgabe 
eine Potentialfunktion eines Gebietes aus ihrem willkürlich auf 
der Begrenzung vorgeschriebenen normalen Ableitungen 
herzustellen. — Bei dieser Methode leisten die neuen Integral- 
eigenschaften der Robin’schen Potentiale [vgl. pag. 251] wieder gute 
Dienste bei Ableitung eines Zusammenhanges zwischen den Funk- 
tionswerte n dieser Potentiale und den ihnen zugehôrigen Schware’ 
schen Integralen L® und L°® [vgl. oben 8) pag. 250]. Doch sind 
die dabei anzustellenden Betrachtungen so vüllig analog denen, 
wie wir sie soeben bei der C. Neumann’schen Lüsung der ersten 
Randwertaufgabe ausführlicher besprochen haben, daf ein weiteres 
Eingehn darauf wol nicht notwendig sein dürfte, umsoweniger als 
ich bereïts in der schon erwähnten Mitteilung in diesen Nach- 
richten von 1899 die Grundgedanken dieses Verfahrens, allerdings 
nur in sehr kurzen Umrissen, angegeben habe. 


Breslau, den 26. April 1902. 


Ueber die absolute Verzôgerung 
der Lichtschwingungen durch Reflexion. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Mai 1902. 


Einer äufern Veranlassung folgend, stelle ich nachstehend die 
Resultate der Theorie für Phasenverzôgerungen des Lichtes bei 
den unter verschiedenen Umständen stattfindenden Reflexionen zu- 
sammen. Die Formeln sind allbekannt'), indessen werden sich nur 
Wenige die Mühe einer genauen Discussion gemacht haben. Ins- 
besondere liegt eine kleine Schwierigkeit bei der gewühnlichen 
Reflexion an durchsichtigen Medien vor. Die Fresnel-Neu- 
mann’schen Formeln geben hier die Verzügerung gleich Null, 
daneben aber für den Polarisationswinkel ein Hindurchgehen der 
senkrecht zur Einfallsebene polarisirten Componente durch Null. 
Hierdurch wird dies (ebiet aus dem Zusammenhange mit den 
übrigen gerissen, in denen man die Amplituden als absolute Grüfen 
zu rechnen pflegt. Wendet man aber letzteres Verfahren auf das 
genannte Phänomen an, so tritt an Stelle des Zeichenwechsels der 
Amplitude eine sprungweise Aenderung der Phase um ein ungerades 
Vielfaches von x; beschränkt man diesen Sprung auch nach Wahr- 
scheinlichkeit auf + x selbst, so bleibt doch das Vorzeichen des 
Sprunges unbestimmt. Diese Unbestimmtheit, wie auch die Un- 
stetigkeit, beruhen aber nur darauf, da$ man mit der Abstraction 
eines absolut durchsichtigen ponderabeln Medium operirt; beides 
verschwindet, wenn man der Wirklichkeit entsprechend auch bei 
den anscheinend durchsichtigen Medien eine kleine Absorption 
zuläft. 


1) Ich benutze die Bezeichnung aus meinem Kompendium Bd. II (Leipzig 
1896) insbesondere $S. 740 u. f, 
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Die allgemeinen Reflexionsformeln für die ebene Grenze zwischen 
zwei absorbirenden Medien sind schwer zu discutiren; sie werden 
einfach für den normalen Einfall einer ebenen homogenen Welle 
und es bietet, wie sich zeigen wird, Vortheiïle, sie in diesem Fall 
für beliebig starke Absorption zu untersuchen. 

Wir unterscheiden zwei (magnetische) Schwingungs- oder Pola- 
risationscomponenten, senkrecht und parallel zur Einfallsebene, die 
durch die Indices s und p characterisirt sein môgen. Der Richtungs- 
sinn von s sei ein für alle Male festgestellt; über p nehmen wir 
an, daf die Systeme der s, » und r, unter r die Fortpflanzungs- 
richtung verstanden, für die einfallende, reflectirte und gebrochene 
Welle congruent sein sollen. Unter dieser Voraussetzung sind bei 
normalem Einfall die Richtungen p in der einfallenden und der 
reflectirten Welle einander entgegengesetzt, bei streifen- 
dem Einfall einander parallel. 

Die allgemeinen Formeln für die reflectirten complexen Am- 
plituden À lauten nun bekanntlich 

b, gas 
D , = RE Ro 
wobei die Æ die einfallenden reellen Amplituden und die v,, b, die 
sogenannten complexen Geschwindigkeiten in dem ersten und dem 
zweiten Medium bezeichnen. Die À, stehen mit den reellen Ampli- 
tuden R, und mit den Phasenverzôgerungen!) Ô, in dem Zusammen- 
hang 


22 ;ai 
2) R, — Re ; k = 5,p; 
die v, sind mit den reellen Geschwindigkeiten w, und den Absorp- 
tionsindices x, verbunden durch die Formel 
@, n 
3) vd, = TH, k — 0, L 
Demgemäf ergiebt sich aus (1) für die Componente s bei nor- 
malem Einfall 
fes T 24 (oo (1+ x?) — © (1 + #5) ) + 21 ©, ©, (x, te 
de ot Gus vo (@,+ 0) + (0% + 0%)" 


und für die Componente p» das Analoge mit rechts negativem Vor- 
zeichen. Fübrt man zwei HülfsgrôBen », und », ein durch die 
Formel 


3 
5) A+) =, = 0,1, 
h 


1) Im Kompendium steht statt 8 die Beschleunigung — 8 — d. 
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in der v die Geschwindigkeit im leeren Raume bezeichnet, und 
durch welche die », (,die reducirten Brechungsindices“) in Zu- 
sammenbang mit den gewühnlichen Brechungsindices v/œ, — n, ge- 
bracht werden, und setzt auBerdem 

6) %, = tgus 
so nimmt Formel (4) die Gestalt von 

° EE 44 (vi — 25) — 2iv, v, sin (u, —u) 

7) X (cos d! i sin Ôÿ) VE, D ie bn RUE 

und Aebnliches gilt für die Componente p. 
Beschränkt man d° und 6° auf das Intervall — x < d < +7, 

so ergiebt sich folgende Tabelle: 


Ist v,<v,, u,<u,, so gilt O<d,<Ez, —x<È <—-}x, 
8) » Vo Vis Ho bi; » —iz< 0, <o0, 3T<0,<x, 

OPEN DR Aax<d<x, —kx<d<O, 

MRC RL TN RE SUR —x<Ü,<—4x, 0<d<ix. 


6° und 6° kônnen hiernach je nach den Umständen alle Werthe 
innerhalb des abgegrenzten Intervalles annehmen. Wegen des Vor- 
kommens der à unter den trigonometrischen Functionen sinus und 
cosinus kann man indessen, wenn es bequem erscheint, zu jedem 
Werthpaar der obigen Tabelle t2x hinzufügen. Dies empfehlt 
sich, wenn man die direct beobachtbare relative Verzügerung 


9) 8, = à,—0, 


in das Intervall — x < d, < +7 einschlieBen will. — 

Wir wenden uns nun zu dem speciellen Problem der Reflexion 
im leeren Raum an einem sehr schwach absorbirenden Medium 
von hôherer Brechbarkeiït, setzen also n, = 1, n, = 1, x, — 0 
und x, überaus klein. Dann lauten die allgemeinen Formeln für 
0, 9, d,, falls g den Einfallswinkel, y, den Berechnungswinkel 
bezeichnet 
2n,x, cos p 


, ni —1 cos y,’ 
__ 2n,x, (n° —2 sin") cos p 
SE BD = 1 Gi 1)cos'p— 1 ? 
10 x, Sin 2 tg y, 


cos (p + p,) cos (p — y.) 


Combinirt man mit diesen Formeln die 1. Reihe der Tabelle 
(8), so ergiebt sich unter Zufügung von 2x zu dem Werthpaar 
für 8, Folgendes. 
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ô, beginnt bei normalem Einfall (g — 0) mit dem Werth 
2n,x.[(ni—1)+x und nimmt bei bis 90° wachsendem Einfalls- 
winkel bis +x ab; d, beginnt mit 2n,x,/(n5 —1), wächst mit zu- 
nehmendem Einfallswinkel und passirt bei dem Polarisationswinkel 
(og, — arctgn,) den Werth £x. Für das Weitere sind die beiden 
Fälle n° Z2 zu unterscheiden. Ist n°2, so dauert das An- 
wachsen von à, bis zu streifendem Einfall an, dem à, — x ent- 
spricht. Ist ni <2, so wird der Werth à, — x bereits bei einem 
Winkel go, — arcsin”,/V2 erreicht; man erkennt leicht, daB in 
der That stets y, = y, ist. Weiterhin wird ein x übersteigendes 
Maximum Ô, passirt und für streifenden Einfall der Werth x zum 
zweiten Male angenommen. Ô, beginnt mit — x, passirt beim Po- 
larisationswinkel den Werth — 4x und erreicht jederzeit Null erst 
bei streifendem Einfall. Da nach den Formeln 0, und à, gleich- 
zeitig den Werth + 1x annehmen, während doch ô, — d,—6, ist, 
wird durch die eïingeführte Annäberung bedingt, die 0, als un- 
endlich wenig von x verschieden ergiebt. 

Bei verschwindender Absorption folgt aus diesen Ueberlegungen 
der Werth +zx von à, für alle Einfallswinkel und das Springen 
von 0, und à, um +zx bei dem Polarisationswinkel. 

Ist das erste Medium nicht der leere Raum, sondern ein 
gleichfalls sehr schwach absorbirender Kürper mit dem Absorp- 
tionsindex x, und einem Brechungsindex n,<n,, so gelten die 
obigen Formeln noch immer, nur tritt an Stelle von », jetzt 
nn, an Stelle von x, aber x, —x,. Es bleibt also qualitativ alles 
ungeändert, so lange x, x, ist; dagegen ändern alle Formeln 
(10) ihr Vorzeichen, wenn #, = %,. 

Dann bleibt 0, dauernd etwas unterhalb — x, 0, beginnt ein 
wenig unterhalb Null und endet bei —x, d, beginnt mit +x und 
nimmt zu Null ab. — 

Ist für den Fall, da das erste Medium der leere Raum 
bleibt, n, < 1, so gelten die Formeln (10) nur bis in die Nähe des 
Grenzwinkels der totalen Reflexion (g, — arcsinn,). Denn die 
Annäherung, durch welche sie gewonnen sind, vernachlässigt Po- 
tenzen von x,/cos y, und cos y, verschwindet bei dem Einfall unter 
dem Grenzwinkel w. Für den Grenzwinkel selber wird 


ty o, 2n, Vx, to Ô — #2 Vx, 


SU nVIi= nr" 


1 


11) 


Üeber die absolute Verzôgerung der Lichtschwingungen durch Reflexion. 263 


Combinirt man diese Resultate mit (10) und berücksichtigt, da 
man nach der dritten Reihe von Tabelle (8) unter den gemachten 
Voraussetzungen 0° in das Intervall — 4x < 0, < 0, und 0° in das 
andere —$ x < 0, <—x einschlieBen kann, so erhält man Folgendes. 
d, beginnt bei normalem Einfall mit —2n,x,/(1—n;) und nimmt 
bis zum Grenzwinkel hin auf — 2n, \/x — n; ab. Ô, beginnt mit 
dem Werth — 2n, x,[(1—n°)—x, geht für q, — arcsin»,/V2 durch 
— x, für den Po dienel œ, durch —4x und endet für den 
Grenzwinkel o, mit —2\/x,/n, Vers 

0, beginnt mit —x, passirt bei dem Polarisationswinkel y, den 
Werth — 1x und endet bei dem Grenzwinkel y, mit dem kleinen 
negativen Werth — 2 \/x,(1— n°)/n.. 

Bei verschwindender Absorption bleibt 0, andauernd Null, 
o, und Ô, beginnen mit —x, springen für den Polarisationswinkel 
um +x und enden mit Null. 

Vollzieht sich wieder die Reflexion statt im leeren Raum in 
einem absorbirenden Medium, das durch #, =", und x, charakteri- 
sirt sein mag, so tritt, so lange x, = x, ist, nur n,/", an Stelle 
von », und x, —x, an Stelle von x; hier bleibt der Verlauf quali- 
tativ der frühere. Ist aber x, —x,, so ist auch noch \Vx,—x, mit 
Vx,—%, zu vertauschen; alle Ausdrücke kehren ihre Vorzeichen 
um und Gleiches gilt also auch von 6,, à, d,. — 

Im Bereich der totalen Reflexion ist eine Vieldeutigkeit auch 
in dem Grenzfalle absolut durchsichtiger Medien nicht vorhanden 
und der Einflu8 der geringen Absorption demgemäB ohne wesentliche 
Bedeutung; es kônnen somit zur Abschätzung des Verlaufes der Ô 
die gewühnlichen Formeln für letztere zur Anwendung kommen. 
Dieselben lauten in der früheren Bezeichnung (n, = n,) 


ñ —_—— 

BALE MEN ET 

12) tg 10, — - "+ Z Vis ro =", 
0 

tg 40, — — AA Nr sin*p—n, 


n,sin°p 


Für den Grenzwinkel y, sind alle drei Ausdrücke gleich Null, 
für streifenden Einfall werden die beiden ersten unendlich, der 
letztere verschwindet. Es fallen sonach 0, und 0, innerhalb des Be- 
reiches der totalen Reflexionen von Null auf — x, doch so, dal 6, 
absolut genommen, zwischen diesen Grenzen immer etwas grôker 
ist als 0, 


1 d 
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Für den Fall der Metallreflexion, der durch neben Eins 
bedeutende Werthe des Productes n?(1+%x) — vi charakterisirt 
ist, gelten die (angenäherten) Formeln 


". 2n, %, COS p 
Hate n? (1 + x?) — cos * p ? 
a 2n, x, COS p 
1) FER n° (1 + n?) cos *o — 1 ? 
no 2n, x, sin y tg y 


TA) sin pie p 

Ist das erste Medium nicht der leere Raum, so tritt wie 
früher n,/n, an Stelle von n.. 

Da nach der für Metallreflexion charakteristischen Annahme 
v,< v, ist, so kommt wiederum die erste Reïhe der Tabelle (8) 
in Betracht, und es ist für normalen Einfall 


0 3 0 1 
.+ar<Ô,<+ix, O<Ô<Ex. 


DemgemäB beginnt à, zwischen +x und + 3x (sagen wir bei 
+zx+e) und nimmt bei wachsendem Einfallswinkel bis + x ab; 
ÿ, beginnt bei +e, passirt den Werth +1izx bei y, — arc cos 
(1/n,V1 — x?) und erreicht x bei streifendem Einfall. 0, beginnt mit 
— x, passirt —}x bei dem Haupteinfallswinkel w,, der definirt ist 
durch sin y, tg o, — #, V1 + x?, und erreicht Null bei streifendem 
Einfall. 

In der nebenstehenden Tafel ist der Verlauf der Verzôgerungen 
d, 9, und 0, — Ô,— 06, in den wichtigsten der besprochenen Fälle 
schematisch dargestellt, und zwar ist Ô, und Ô, je durch eine aus- 
gezogene, 0, durch eine punktirte Curve repräsentirt. 

Die Figuren 1) und 2) beziehen sich auf die Reflexion an 
einem optisch dichteren Mittel bei sehr kleiner Absorption 
beider Medien, wo die » sich nur unmerklich von den Brechungs- 
indices » unterscheiden; in 1) ist die Absorption im zweiten, in 
2) die im ersten Medium als die stärkere angenommen; n,/n, ist 
grüBer als V2 festgesetzt, daher überschreitet 0, den Werth 
+x nicht. Die Figuren 4) und 5) betreffen dieselben beiden Fälle 
für die Reflexion an einem optisch dünneren Medium. Da hier die 
Curve für d, sich im Bereiche der gewühnlichen Reflexion (p < y) 
nicht deutlich von der für à, sondert, ist sie erst von g = y, an 
eingezeichnet !). 


1) Für go — y, ist der absolute Werth |, | nicht gleich |®,|, sondern etwas 
grüBer als |ô,|; die Figuren 4 und 5 sind in Hinsicht hierauf bei der Reproduction 
ungenau gerathen. 
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Figur 3) stellt den Fall der Metallreflexion dar. Wie derselbe 
durch wachsende Absorption aus 1) hervorgeht, ist unmittelbar 
ersichtlich. Weniger leicht erkennbar ist der Zusammenhang mit 


n) v >V,4>% n) Ô 
> V2 < Ko 
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dem System 4), von dem aus bei gleichzeitig wachsendem v, und 
x, ein Uebergang zu 3) gleichfalls stattfinden mul. Die Ueber- 
legung zeigt, daf sich bei wachsender Absorption das System 4) 
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in die in 6) schematisch dargestellte Form wândeln muf, von der 
man unmittelbar den Anschluf an 4) gewinnt, wenn man nur (was, 
wie S. 38 erôrtert, zulässig ist) die Ordinaten von Ô, und d, um 
2x vergrôBert. Medien von einem 6) entsprechenden Verhalten, 
das sehr kleine Brechungsindices und mäfiige Absorptionen ver- 
langen würde, sind bisher noch nicht beobachtet. — 


In der vorstehenden Darstellung ist ganz ausdrücklich für. die 
einfallende und für die reflectirte Welle ein congruentes System 
von Richtungen p, r, s vorausgesetzt. Würde man die beiden 
Systeme statt einander congruent, einander spiegelbildlich ent- 
sprechend wählen, was durch einen oberen Index, an p, s, r wie an 
dem à hervorgehoben werden mag, so würde sich Folgendes ändern. 


Jetzt liegt nicht bei streifendem, sondern bei normalem Ein- 
fall p' in der einfallenden Welle dem in der reflectirten parallel; 
es ist also bei erneuter Beschränkung von Ô/ auf das Intervall 
von —x bis +x für 9 — 0 nothwendig 0! — 0, und nicht mehr 
—= Ex. Demgemä gelangt man zu den (jetzt geltenden) Werthen 
von 0, und 0’, indem man +zx zu den früheren (9, und Ô,) hin- 
zufügt. 

Eine solche Darstellang ist an sich ebenso berechtigt, wie die 
frühere, und kann unter Umständen, trotz — oder gar wegen — 
der ibr anhaftenden Dissymmetrie, gewisse Vortheile bieten. 


Es ist indessen zu beachten, dafi bei dem Uebergang von dem 
einen zum andern System gewisse wegen ihrer Anschaulichkeït 
gerne in den Vordergrund gerückte Gesetze sich wesentlich ver- 
ändern, insbesondere die, welche die Lage der sogenannten Ebene 
wiederhergestellter lineärer Polarisation angeben. Bei denselben 
setzt man einfallendes lineärpolarisirtes Licht voraus und denkt 
die bei der Reflexion entstandene relative Verzôgerung durch einen 
Compensator beseitigt. 

Ist das einfallende lineärpolarisirte Licht nach dem ersten (oder 
dritten) Quadranten des Systems p, 5, resp. p! s! polarisirt (wobei der 
Index e auf die einfallende Welle hinweist), so ergiebt die Aufhebung 
der wie oben gerechneten Verzügerung Ô, resp. 0! (sei ihr Werth 
nun positiv oder negativ) durch Zufügung von —50, resp. —0! 
mittels des Compensators jederzeit eine Lage der wiederher- 
gestellten Polarisation in demselben ersten (oder dritten) Qua- 
dranten des Systemes p,s, resp. p!s! (wobei der Index r auf die 
reflectirte Welle deutet). Dies folgt unmittelbar aus den An- 
sätzen für die reflectirte Welle, die der Theorie zu Grunde liegen, 
nämlich 
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: A à 
0, E, sin (2x = — 5 — o| 


. Fer 
R, = 0, E, sin (2x (£-25)-8l, 

in denen E,, E, die einfallenden, R,, R, die reflectirten Amplituden 
und e,, e, die Schwächungsfactoren (beide absolut gerechnet) dar- 
stellen. Dies ergiebt aber, da8 in dem Falle zweiïer congruenter 
Systeme psr die Ebene wiederhergestellter lineärer Polarisation 
absolut gerechnet anders liegt, als in dem Falle zweier 
einander sp'egelbildlich entsprechender, nämlich, fa!lls wir ihre 
Lage nach der Seite des spitzen Winkels zwischen der Ebene 
wiederherzestellter Polarisation und der Richtung + », resp. p! be- 
urtheïilen, im ersten Falle auf derselben, im letzten Falle 
auf der entgegengesetzten Seite der Einfallsebene, wie die 
Ebene der einfallenden Polarisation. In der That ist ja das eine 
Mal —0, und das andere Mal + x — 0, — —6' der vorhandenen 
Verzügerung durch den Compensator zugefügt; beide Zuwachse 
machen das Licht zu linearpolarisirtem, aber mit verschieden ge- 
legenen (nämlich in Bezug auf die Einfallsebene sich spiegelbildlich 
entsprechenden) Polarisationsebenen. 

Der letztere Umstand erklärt gewisse Widersprüche in der 
Darstellung der Erscheinungen, die sich in der Literatur finden. 
Ein nicht von der Theorie geleiteter Beobachter wird sich ebenso 
berechtigt fühlen, d, wie d! für die relative Verzügerung zu halten, 
und sich in der Entscheidung gelegentlich nur durch die Frage 
leiten lassen, welche von den beiden GrüBen die absolut kleinere 
ist. Wenn nun gar, wie bei der Metallreflexion, gilt 0 =|0,| = x, 
so wird selbst noch der Zufall, ob die Beobachtung mit groBen 
oder mit kleinen Incidenzwinkeln begonnen hat, bei der Ent- 
scheidung mitspielen, und es wird ebensowohl das Resultat: ,ein- 
fallende und wiederhergestellte reflectirte lineare Polarisation 
liegen auf derselben Seite der Einfallsebene“ gefunden werden 
kônnen, wie das Entgegengesetzte. 


Güttingen, Mai 1902 
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Weiteres zur Aufklärung der Eigenschaften 
pleochroitischer Krystalle. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Juli 1902. 


1. In einer früheren Arbeit über den in der Ueberschrift 
genannten Gegenstand habe ich auf ein sehr seltsames Resultat 
der Theorie aufmerksam gemacht. In jeder Richtung eines pleo- 
chroitischen Krystalles pflanzen sich zwei Wellen mit gleich- 
sinnigen elliptischen Schwingungen fort, welche für die von mir 
sogenannten , Windungsaxen“ zu circularen Schwingungen degene- 
riren. Ist an einem Krystall eine Ebene normal zu einer solchen 
Axe angeschliffen, und fällt auf dieselbe eine ebene Welle normal 
ein, so haben die beiden im Inneren erregten Schwingungen im 
Allgemeinen unendliche, bei ein wenig schiefem Einfall beliebig 
grofe Amplituden. Dies Resultat trat zunächst bei einer an- 
genäherten Behandlung des Problemes, die durch die Annahme 
schwacher Absorption und die Vernachlässigung der Reflexion 
characterisirt war, hervor; ich habe aber à. a. O. bemerkt, da 
es keineswegs nur eine Folge der eingeführten Vernachlässigungen 
ist. Mit dem Unendlichwerden der Theilamplituden hing dann 
weiter das unter gewissen Umständen eintretende Unbestimmt- 
werden der fortgepflanzten Intensität eng zusammen. 

Nun kann zwar an eine physikalische Unmüglichkeit der von 
der Theorie ergebenen Folgerungen ernstlich nicht gedacht werden; 
denn die Grundformeln liefern für die Energiegleichung die 
bekannte Form, welche aussagt, daf die Summe der in ein be- 
liebiges Volumen einstrômenden Energie stets positiv ist, daf 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1902. Heft 6. 19 
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also in dem Krystall Schwingungsenergie vernichtet wird und die 
austretende Energie kleiner als die eintretende ist. Auf eine 
Schicht eines pleochroitischen Krystalles und eine normal einfallende 
Welle angewandt, folgt hieraus, da die reflectirten Intensitäten 
endlich sind, daf von den hindurchtretenden Gleiches gilt und daf 
letztere überdies mit wachsender Dicke der Platte regelmäflig 
abnehmen müssen. 

Aber die Art und Weise, wie dieses Resultat -trotz der 
Unendlichkeit der fortgepflanzten Theilamplituden zu Stande 
kommt, ist keineswegs ohne Weiteres klar, zumal die allgemeinen 
Eigenschaften von Wellenpaaren mit zwei gleichsinnigen 
elliptischen Schwingungen kaum irgendwo entwickelt sind. Be- 
gegnen dergleichen doch bei der Theorie der pleochroitischen 
Krystallen im Verlaufe der wissenschaftlichen Entwickelung 
überhaupt zum ersten Male. Die betreffenden Schwierigkeiten 
sind in der That, wie mir bekannt geworden ist, Fachleuten 
unangenehm aufgefallen. Demgemäf schien es mir angemessen 
zu sein, den geschilderten Vorgang streng, d. h. bei Rücksicht auf 
die reflectirte Welle und ohne andere vereinfachende Annahmen, 
als die Beschränkung auf die unmittelbare Umgebung der Windungs- 
axen zu behandeln. Dabei werde ich die früheren Bezeichnungen 
benutzen und mich auf die s. Z. begründeten Fundamentalformeln 
stützen, nach denen insbesondere ist 


1) (GE 0°) Ÿ "se G, (a, ES 0°) G — As Ÿ- 


Hierin bezeichnet o die complexe Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer chenen homogenen Welle parallel der Richtung Z, % und G 
sind die complexen Schwingungsamplituden des magnetischen oder 
Polarisationsvectors nach einer transversalen X- und Y-Axe, 
Guy A» die Componenten erster Art nach X und Y, a, die Compo- 
nente zweiter Art nach 7% von einem complexen Tensortripel 
a, y A Wobei à, = 4, +10, à, — a,+10, Es mag daran er- 
innert werden, dafi der Anschaulichkeit wegen die Formeln (1) 
aus der Elcktorenhypothese abgelcitet waren, da sie aber nicht 
davon abhängig sind, sondern sich auch als die einfachste Er- 
weiterung der bekannten Formeln für durchsichtige Krystalle 
auffassen lassen. 
Aus (1) ergiebt sich: 
(a,, — 0°) (a, — 07) = à, 
2) (CE Qi — Ayo G 
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also 


3) D = 3 (a + É (@y La) a) an 4 Aa } 
G .: : 
F3 . 2a, (as LT + (@ LE a) hé aa). 


Die beiden Wurzeln für v° und für @/% werden einander 
gleich für Richtungen, die der Bedingung 


4) Us — As — +2:a, 


genügen; für diese Richtungen stimmen also die Geschwindigkeiten 
und die Absorptionen beider Wellen überein, und da zugleich 
G/3 — +i wird, so finden die Schwingungen in Kreisen statt. 
Die Gleichung (4) giebt hiernach die strenge Bestimmung der 
Windungsaxen. 

Für das Weiïtere ist an die speciellen Lagen des Axenkreuzes 
XY zu erinnern, die bei der Entwickelung der Theorie eine 
Rolle spielten. 

Die reellen Tensorcomponenten b,, sind in der Nähe einer 
Windungsaxe von der Lage der Fortpflanzungsrichtung Z merklich 
unabhängig; L, — 0 definirt deshalb eine Lage der Axen X und YF, 
welche in dem betrachteten Bereich constant ist; dieselbe war mit 
[XY] bezeichnet. Die reellen Tensorcomponenten @,, variiren in dem 
gleichen Bereich etwas stärker mit der Richtung von Z, a, = 0 
definirt also eine zweite, mit (XY) bezeichnete Lage der Axen, 
welche etwas mit der Fortpflanzungsrichtung wecbselt. Der Winkel 
zwischen der | X] und der (X) Richtung war # genannt; die Werthe 
der Tensorcomponenten für das eine oder das andere Axen- 
System wurden durch dic Klammern [] resp. () ausgezeichnet. 

Fübrt man, wie früher, die Construction aller vorkommenden 
Richtungen auf einer gewissen Kugel aus, bei der sich die Um- 
gebung einer optischen oder Polarisationsaxe in einer ebenen 
Figur darstellen läft, | 
stellt die Axe | X] durch De 
eine feste Richtung Q | 
dar, die mit der Ebene 
À, À, der optischen Axe 
den Winkel X  ein- 
schlieft, so fand sich 
der optische Vorgang 
symmetrisch in Bezug 
auf ein Axensystem Ër, 
dessen + £ — Axe mit der Ebene À, 4, den Winkel x —2 X ein- 
schlieBt. Die Lage der Fortpflanzungsrichtung Z wird bestimmt 
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durch die Polarcoordinaten a, 4; schlieft « den Winkel J mit À, À, 
ein, so ist die Richtung P der (X)-Axe um 4J gegen À, 4, geneigt 
und der Winkel # zwischen P und Q steht mit y in der Beziehung 
4 = 2%. Die umstehende nochmals abgedruckte Figur 4 aus der 
früheren Arbeit veranschaulicht diese Verhältnisse. 


Ferner gilt nach $ 2 und 3 der früheren Arbeit, wenn B eine 
Constante bezeichnet: 
(G33) — (a) — 20, (0,3) — (6,,) — 28 cos 2y, b,, = f sin 2 y. 
Hieraus folgt, daB wenn man in der Formel (4) das obere 
Zeïichen benutzt, diese auf 


a+ip cos y = —B sin y 
führt und wegen « < 0 diejenige Windungsaxe C, bestimmt, für 
welche à« — B, 4 — —4zx ist. Wir wollen uns der Uebersicht- 


lichkeit halber auf die Umgebung von C, beschränken; natürlich 
gestattet die andere Windungsaxe C; genau die gleiche Behandlung. 
2. Richtungen, die der Windungsaxe C, sehr nahe liegen, 
werden wir nach Obigem definiren künnen durch die Beziehung 
5) As — An — 210; CET 
worin f eine complexe Grüfe mit gegen Eins kleinem Modul 
bezeichnet. Für sie erhält man aus (3) 


v — (a, +0,,) + ia, V2f, 


<= i( + V2). 


Wir schreiben diese Formeln 


6) 


D; ES 0 +40,,b, D — 0, —14,,Ù, 
wobei 05 — 4(a,,+a,) ist, und 
8) OS, = 1(1—D) — ie, JG, — —i(1—b) — —ie. 

Hierbeï ist die Lage des XY-Axenkreuzes beliebig gelassen. 

Wählt man dasselbe so, daf es mit den Hauptaxen der gekreuzten 

Schwingungsellipsen zusammenfällt, so ist nach $ 6 der früheren 

Arbeit f reell und positiv. Die X-Axe dieses Systemes schliefe 

mit der Richtung Q den Winkel @ ein; dann ist nach (75) der 

früheren Arbeit 


9) ee sin 2(p—v), ba = sin 29. 


Da nun in den Formeln (?) a,, in die kleine Grôfe db multi- 
plicirt auftritt, deren Quadrat wir vernachlässigt haben, s0 


7) 
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künnen wir in den Ausdrücken für a,, und b,, die Werthe « = f, 
2y — —}x einsetzen, die der betrachteten Windungsaxe C, selbst 
entsprechen, also schreiben 


a, = —Bcos 2p, db, — Bsin29. 
Hierdurch wird | 
10) ia, = —B(sin2p+ i cos 2) = —BD, 


wobei ® eine Abkürzung ist. DemgemäB gilt nun auch, indem 
man die reell gewordenen d und e mit Ô und & vertauscht, 


00, == 0 — 0; au 14,0 = —B D, 


D GB —ie—i-d) BG, = —ie = —i(1-0) 


-8. Die Bedingungen für eine mit der XY-Ebene zusammen- 
fallende Grenze zwischen dem leeren Raum und dem pleochroi- 
tischen Krystall lauten bekanntlich, wenn À, B die Componenten 
der magnetischen, X, Y die der elektrischen Kraft bezeichnen und 
das zweite Medium durch einen oberen Index angedeutet wird, 


D LA OD. PUX EXT, 
Nun ist aber nach den Formeln (1), (8), (9) der früheren 
Arbeit wegen 8 = 0 


13) vX'= X'a,+Y'a, v'XY' = X'a,+'a, 
und : 
D +004 0) va 04, 
_ OP Tir UP agi 


die obigen Bedingungen lassen sich also schreiben: 
Le Fr Ur 
Las BAUME RO BA M0 AU BOAT éme 0 B'/'Reu10 A! 


bn 
[ 


= 


Setzt man dann gemäB der Thatsache, daf im ersten Medium 
eine einfallende und eine reflectirte Welle (r und e), im zweiten 
Medium zwei gebrochene Wellen (1 und 2) fortgepflanzt werden 


A La: Ge iRe +#) Le 
B=(Ge rget er 
= Qe HniygerEmer 
He (Ge @e ne, 


16) 
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wobei wieder die % und @ die complexen Amplituden bezeichnen 
und 2xit/r — T, Qnisfr — & gesetzt ist, so erhält man aus (15) 
unter Benutzung von (1) 
D. + D. ca V1 + V2) G, + G, == G,+G,, 
17) v(S.— D.) ee 0, S +0, D 
v(S,-G,) = 0,6, +0,6,. 
Hiermit sind die Formeln (8) für @,/%, resp. %,/G, zu verbinden. 
Man erhält so: 


_ 2u(G.+ieG.) g — 2iev(@.+ieS,) 
D — —e)(u+0) RS) (vEoh? 


18) ___RivG—it) à _ 206.5) 
GB G-épb+o) (+0) 


1 
— Gro)w+o (ie) 
Tr ÿ. ((v + 0) (v se 0,) TEA (v + 0,) (v er 0,))), 


1 
Dane GAiev( 09) 


+ 6, ((v + 0,) (v= 0) se Mn 


4. Diese Formeln sind noch vollständig allgemein. Wir wollen 
sie nunmehr auf die unmittelbare Umgebung einer Windungsaxe 
anwenden, d.h. die Werthe (11) in sie einführen, welche ein mit 
den Hauptaxen der Schwingungsellipsen zusammenfallendes Coor- 
dinatenkreuz XY voraussetzen. Bei Vernachlässigung der in 0 
multiplicirten Glieder erhält man dann 


(G.2iev(, — 0,) 


19) 


Ve dre _. - | 
20) sh Dés G+ 20 kr) se | 
nr QIrr: ee Der (v+0)) = re) 
rs ve (v + os Se 20, ane Se 
E = x % Bud F.+i6 
21) r ‘v+0, le @+0) , 


° v—0, "D TE 


+R 
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Es ergiebt sich hieraus, da den strengen Reflexionsbedin- 
gungen (12) genügt wird, da aber die aus ihnen folgenden ge- 
brochenen Theïl-Amplituden (ebenso wie sich aus der angenäherten 
Betrachtung ergab) für die Richtungen der Windungsaxen, die 
durch à — O0 characterisirt sind, unendlich werden, obgleich die 
reflectirten Amplituden endlich sind. 

Um darzulegen, wie trotzdem eine physikalische Unmüglichkeit 
nicht zu Stande kommt, nämlich die gebrochenen Intensitäten 
immer endlich bleiben, geben wir den in (16) enthaltenen Aus- 
drücken für 4’ und B' die Form 

22) Aire (ge (0 — 1/0,) “E ge € (0 Le 101) TE 
je (G, e 800 — 101) + Ge$ (00 = STE 8/00 


Nun ist innerhalb der eïngeführten Genauigkeitsgrenzen 
nach (11) 


EL One LINE 0 sure 622 
93) die Doof 2naBlis “20e 
11 Lot _ ,p8® 
DPENO, 20, 20 


und somit bei Entwickelung der in (22) in den Klammern stehenden 
Exponentialgrüssen und Beschränkung auf die erste Ordnung (was 
eine gewisse Kleinheit des Productes £0 voraussetzt) 


0 D = 
A! — (S. + D: nm” se (S: Rs 3))e 5 des 
24) ; 
D — (6, se G, : (G, -6.) e Te #00 


Nach (17) ist hierin 
V1 + O2 En D. + D, 6, +6, = G, + G, 
und somit endlich. ®,—%.,, G,—G, sind wegen des Factors d 


nur in den mit 1/0 proportionalen Glicdern einzuführen und geben 
mit Ô multiplicirt nach (20) 
2u0(%, + 16.) à ALICE RL] 
d(F, — :) = Luros ô(G, G,) = + v +, - 
Die vollständigen Werthe von 4’ und 2” werden hiernach 
TER (ÈS vBD fi — E(v 2 0)e Te 
v + D, D, (v+0,) D 


206, ivBD %. +16, fi £(v + 0,) )}e TH. 
side > PT - Par is 4 } 


0 


25) 


or ( DA De (UD) 


0 
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da te #l % mit wachsendem £ nicht über alle Grenzen wächst, s0 
ist erwiesen, da 4’ und B' trotz des Unendlichwerdens der 
Theilamplituden in dem Krystall überall endlich sind. 

Die Formeln gestatten sogleich auch die zweite früher hervor- 
gehobene Schwierigkeit zu erledigen, welche auf der scheinbaren 
Unbestimmtheit von 4’ und B’ in den Windungsaxen beruht. 
Diese Unbestimmtheit wird dadurch bewirkt, daB das oben voraus- 
gesetzte Coordinatensystem in den Windungsaxen unbestimmt 
wird. In der That degeneriren dort die Schwingungsellipsen, mit 
deren Axen das Coordinatenkreuz XY zusammenfallen sollte, zu 
Kreisen; ® ist gleich sin2p+icos2p, und œ bezeichnet den 
Winkel der X-Axe mit der festen Richtung [X] oder Q; ® wird 
sonach gleichfalls unbestimmt. 

Die obigen Ausdrücke für À’, B’ lassen nun aber leicht er- 
kennen, daB eine wirkliche Unbestimmtheit nicht vorhanden ist; 
das Axensystem XY ist zwar willkürlich und 4’, B’ finden sich 
von der Wahl desselben abhängig, doch aber so, daB sie 
jederzeit dieselbe Schwingung darstellen. 

In der That, gehen wir von dem Axensystem [XY] aus, für 
welches 9 — 0, also ® — à ist, so künnen wir mit durchsichtigen 
Abkürzungen die Formeln (25) schreiben 


: ‘ T— 
[A1 = (818 +081 +6D@e" — 
’ ’ = 0 
(8) = (618- (]+516pæe "Te. 
Dies transformiren wir auf ein beliebiges Coordinatensystem 
XY mit Hülfe der Formeln 
x — [x|cos p—[y|siny, [x] = x cos p + ysin y, 
y = (t]smp+{ylcosp, [y] — —x sin p + y cos y. 
Dann ergiebt eine einfache Rechnung 


A = (GB+0(G +i6)@)e 7 0 
B' = (GB+i0(%.+i8)@)e7 


in Uebercinstimmung mit (25) Die durch wechselndes o aus (25) 
folgenden Gleichungen stellen also immer dieselbe Schwingung 
dar. — 

Was die reflectirten Amplituden %, und G, angeht, so zeigen 
die Gleichungen (21), daf ihre Werthe aus zwei verschiedenartigen 
Theilen zusammengesetzt sind. Der zweite Theil (über dessen 
schembare Unbestimmtheit genau das eben Gesagte gilt) ver- 
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schwindet beim Uebergang zu einem ïisotropen absorbirenden 
Medium von der complexen Geschwindigkeit t,, der erste Theiïl 
entspricht also diesem speciellen Falle. Wegen des im Allgemeinen 
überaus kleinen Verhältnisses a,,/(v+0,) ist der Eïinfluf der 
krystallinischen Natur des Mediums auf das reflectirte Licht im 
Allgemeinen äuBerst gering. Man kann ïihn steigern, wenn man 
an Stelle des leeren Raumes, in dem das Licht auf den Krystall 
fällt, ein Medium mit nahezu dem Werth tv, der complexen 
Gewindigkeit setzt. Hier liefe sich theoretisch das System der 
reflectirten Amplituden auf den Werth 
ia 


. Cm 
, es 40, (3. +16), G, = sn 


40, 
bringen, der circularen Schwingungen entspricht. Leider dürfte 
es beträchtliche Schwierigkeiten bieten, dies merkwürdige Resultat 
der Theorie zu verificiren. 


(GS. +16.) 


Gôüttingen, Anfang Juli 1902. 


Zur experimentellen Anatomie. 


Von 


Hermann Vôchting, 


Correspondenten der math.-phys. Klasse. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Juli 1902 durch G. Berthold. 


In meinen Untersuchungen über vicarirende Organe wurde ge- 
zeïigt, daf man im Stande ist, die morphotischen Vorgänge bei der 
Gewebebildung auf experimentellem Wege zu beeinflussen. Die 
längst gehegte Ansicht, daB die Anatomie und Histologie zu ihrer 
weiteren Ausbildung der experimentellen Behandlung in ganz an- 
derer Weise bedürfen, als sie ihnen bisher zu Theil geworden, 
wurde durch jene Untersuchungen mehr und mehr befestigt. Die 
im Verlaufe der letzten Jahre ausgeführte Arbeit, deren Ergeb- 
nisse wir heute im Auszuge vorlegen, soll einen weiteren Beitrag 
in der angedeuteten Richtung liefern. Sie steht im Zusammen- 
hange mit anderen ähnlichen Gegenständen, über die erst später 
berichtet werden kann. ; 

Den Ausgangspunkt bildete die Frage, welche inneren Stô- 
rungen auftreten, wenn man Knollenpflanzen mit zweijähriger 
Lebensdauer im zweiten Jahre am Blühen verhindert. Auf Grund 
der in den früheren Untersuchungen gewonnenen Erfahrungen 
durfte man erwarten, da8 der Eingriff in die normale Entwicke- 
lung zunächst eine Hypertrophie, als Folge davon aber Verände- 
rungen in der Gewebebildung herbeiführen würde, die als Stütze 
für weitere Forschung, für ein tieferes Eindringen dienen kônnten. 

Als erste Versuchspflanzen wurden zwei Formen benutzt, die 
cine mit Stengel-, die andere mit Wurzelknolle, der Kohlrabi, 
Brassica oleracea f. gongylodes, und die Runkelrübe, Beta vulgaris, 
Kräftige Objecte lief man im Frühling sich soweit entwickeln, 
daB ihre Blüthenstände in der Hauptsache angelegt waren. Dann 
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entfernte man diese Sprofi-Systeme, sowie alle in den Achseln der 
Laubblätter vorhandenen Knospen, sorgte ferner dafür, daf auch 
in der Folge keine Achsel- Producte zum Wachsthume gelangten. 
Im einen wie im andern Falle stand somit über der Knolle ein 
längeres, blof mit assimilirenden Blättern besetztes, Stengelstück. 

Bei der Runkelrübe erfuhr nun dieser Sprofitheil keine be- 
merkenswerthen Veränderungen; die Knolle dagegen nabm ïbr 
Dickenwachsthum, das bekanntlich unter normalen Verhältnissen 
am Schlusse des ersten Jahres beendet ist, wieder auf und ver- 
grôBerte sich nicht unbeträchtlich ?). 

Anders verhielten sich die Kohlrabi-Pflanzen. An ihnen liefien 
die Knollen kein Wachsthum wahrnehmen, die darüber stehenden 
Sproftheile boten aber eine auffallende Erscheinung. Es begannen 
nämlich die Blattkissen zu wachsen und sich bis zum Hochsommer 
zu umfangreichen Kôürpern zu gestalten. An den stärksten unter 
diesen betrug der Querdurchmesser 20 mm und mebr, ihr Gewicht 
belief sich bis auf 5 Gr. An der normalen, sich ungestürt ent- 
wickelnden Pflanze beobachtet man diese Gebilde niemals; hier 
treten die Blattkissen kaum hervor. Jene Objecte gewähren da- 
bei ein Bild der Ueppigkeit; die Blätter werden grof, dick und 
fleischig und haben dunkel blaugrüne Farbe. — Die histologische 
Untersuchung lehrte, daf dicse Kürper von dem Parenchym der 
Rinde des Kissens und von den darin verlaufenden GefäBstringen 
gebildet worden waren; diese hatten sich in seltsamer Weise ge- 
staltet; sie waren theilweise zu runden, ringsum mit Cambium 
ausgerüsteten, mächtisen Kôürpern entwickelt. Das von dem Cam- 
bium erzeugte Gewebe bestand im Gcfäftheile aus dünnwandigen 
Elementen, durch die sich Reihen kleiner GefäBe hinzogen. Be- 
sonders stark entwickelt war der Siebtheil. Er führte die be- 
kannten Elemente des Weichbastes, daneben zahlreiche diinnwan- 
dige parenchymatische Zellen. Das die Bündel umgebende Grund- 
gewebe war stellenweise dicht mit Sclerenchym-Zellen verschen. 

Das Parenchym und die dünnwandigen Elemente der Bündel 
enthielten reichlich Reserve-Stoffe. Besonders fiel der aufBerordent- 
lich hohe Gehalt an Calciumphosphat auf. Offenbar waren dics 
die Substanzen, die in den Samen hätten abgelagert werden sollen, 
und nun hier ihre Stätte fanden. — 

Im normalen Holzkürper der Achse war das Cambium cben- 


1) Auf die Versuche Brichauns, die lebensdaucr der Runkelrübe über das 
“normale Maa hinaus zu verlängern, werden wir in unserer ausführlichen Arbeit 
eingehen. 
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falls thätig geblieben. Auch hier hatte es im oberen Stengeltheile 
nach aufien und innen keine mechanischen, sondern nur noch dünn- 
wandige Elemente erzeugt. Die Rinde wies auch hier reichen 
Gehalt an Reserve-Stoffen auf. 

Als wichtigstes Ergebnif des eben beschriebenen Versuches 
läBt sich bezeichnen, da8 in Folge der Ernährungs - Hypertrophie 
knollenartige Blattkissen erzeugt werden, Organe, die im normalen 
Entwickelungsgange unserer Pflanze niemals entstehen. Will man 
sie als Geschwiülste auffassen, dann sind sie den gutartigen beizu- 
zählen. Thatsächlich bilden sie neue Organe an der Pflanze, wahr- 
scheinlich in Folge der unnatürlichen Anhäufung von Nährmate- 
rial in der Achse, besonders deren oberem Theile, angelegt und 
nun als Ablagerungsstätten für jene Stoffe dienend. 

Die Beobachtung, daB das Cambium in den veränderten Ob- 
jecten keine mechanischen Zellen mehr hervorbringt, veranlaite 
zunächst, die Untersuchung auf andere, und zwar nicht knollen- 
bildende, Pflanzen auszudehnen. Besonders benutzt wurde eine 
dem Kohlrabi verwandte, ebenfalls zweijährige Form, der Wirsing, 
Brassica oleracea f. bullata, sodann der einjährige Helianthus an- 
nuus, ferner Ricinus-Arten u. a. 

Bei allen ergab sich übereinstimmend, da8 die Unterdrückung 
der geschlechtlichen Thätigkeit eine üppige vegetative Entwicke- 
lung zur Folge hat. Die Stengel verdicken sich, theilweise be- 
deutend; die Blätter erreichen grofen, sogar mächtigen Umfang, 
vergrüBern ihre Elemente senkrecht zur Fläche und zeichnen sich 
durch dunkle, satte Farbe aus. Besonders auffallend sind die 
Verhältnisse bei der Sonnenblume. Hier wird der Stamm im obe- 
ren Theile dick und fleischig, während die Blätter gewaltigen Um- 
fang erreichen. Die äuBeren Blattspuren laufen als mächtige 
Hügel, gewühnlich drei an Zahl, von der Blattbasis am Stamme 
hinab. Dazu kommt, daf einzelne Individuen an ihren Wurzeln 
dicht unter und an der Erdoberfläche kleine knollenartige Bildungen 
entstehen lassen. 

Den äuferen Veränderungen entsprechen die inneren Verhält- 
nisse. Wie beim Kobhlrabi beobachtet man auch hier im Stamme 
eine bedeutende Entwickelung des Parenchyms und ein Zurücktreten 
der mechanischen Elemente, doch hat man zwischen den verschie- 
denen Regionen am Stamme zu unterscheiden. 

Beim Wirsing weist in der hüchsten Region der Gefäftheil 
des Bündels, wenn zur Zeit der Operation die Bildung der Holz- 
zellen noch nicht begonnen hatte, lediglich Gefäfreihen mit dünn- 
wandigem Gewebe auf; mechanische Zellen fehlen därin vüllig, 
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Ganz abnorm stark entwickelt ist der Weichbast, neben Sieb- 
rôhren und den sie begleitenden Elementen ebenfalls nur aus 
dünnwandigen Zellen zusammengesetzt. Rinde, Mark und die 
zartwandigen Theile der Bündel sind dicht mit Reserve -Stoffen, 
besonders Stärke, erfüllt. Auch hier herrscht wieder eine auBer- 
ordentliche Anhäufung von Calciumphosphat. — In der auf die 
eben genannte zunächst folgenden Region reiïhen sich den zur Zeit 
der Operation schon vorhandenen Holzzellen blof dünnwandige 
Zellen, unterbrochen von GefäBreihen, an. Weïiter unten im Stamme 
aber entstehen nachträglich Holzzellen, doch bilden auch hier 
dünnwandige Elemente den Abschluf des Holzkôürpers; der Weich- 
bast weicht in dieser Region nur wenig oder nicht vom normalen 
ab. Alle Theile, merkwürdiger Weise auch die Holzzellen, vor- 
und diesjährige, sind reichlich mit Reserve-Stoffen versehen. 
Aebnlich wie der Wirsing verhält sich die Sonnenblume'). In 
dem oberen angeschwollenen Theiïle erfahren das Mark und be- 
sonders die Rinde ein abnorm starkes Wachsthum. Ganz ab- 
weichend vom gewühnlichen ist der Bau des Gefäfbündels. Wäh- 
rend im normalen Kôürper compacte Massen mechanischer Zellen 
erzeugt werden, bilden sich hier nur schmale radial gerichtete 
Streifen solcher Elemente, die durch breite Parenchym-Bänder ge- 
trennt sind. Die Gefäfe liegen theils in jenen Streifen, theils 
bilden sie deren Fortsetzung nach innen und aufen. Der Sieb- 
theil ist auch hier sehr entwickelt. Er besteht aus Weichbast- 
Elementen, deren bandartig gestaltete Gruppen den Gefäfreihen 
innerhalb des Cambiums entsprechen; zwischen ihnen liegen breite 
Massen dünnwandigen Parenchyms. — In der tieferen Region wird 
der Stamm allmählich fester. Hier werden auch nach der Operation 
die Elemente des Holzkürpers erzeugt, Gefäfe, Tracheiden, Holz- 
zellen u.s. w., aber diese erhalten abnorme Gestalt. Alle bleiben 
beträchtlich kürzer, als die des unverletzten Stammes; die Gefäfe 
und Tracheiden werden dafür weiter, jene oft tonnenfürmig. Auch 
die Holzzellen erlangen grôBeren Durchmesser, erfahren aber 
mannigfache andere Abweichungen in der Form, Bieguangen und 
Krümmungen, wie man sie sonst in Geschwülsten beobachtet. 
Nachdem festgestellt worden, da der Experimentator im 
Stande ist, in der angegebenen Weise den Entwickelungsverlauf 


1) Wie ich erst vor kurzem ersehen, hat schon vor etwa 20 Jahren 
C. Kraus ,Entgipfelungsversuche“ mit Helianthus angestellt. Er beschreibt 
die in Folge dessen eintretende Anschwellung der Achse, giebt an, da8 sie krautig 
hleibe, geht aber auf die histologischen Vorgänge selbst nicht näher ein, 
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des Bündels zu verändern, richtete sich die Untersuchung alsbald 
auf weitere Punkte. 

Zunächst und vor allem fafite man die mechanischen Zellen 
ins Auge. Nach Hegler’s bekannten Angaben kann man durch 
künstliche Belastung nicht nur eine raschere Entwickelung dieser 
Elemente herbeïführen, sondern ihre Neubildung sogar an Orten 
bewirken, an denen sie sonst nicht entstehen. Ist diese Angabe, 
die durch unsere eigenen Erfahrungen nach gewisser Richtung be- 
stätigt wurde, richtig, dann darf man erwarten, da8 die ver- 
änderten Objecte unseres Versuches, wenn künstlich belastet, die 
mechanischen Elemente wieder hervorbringen. Von dieser Vor- 
aussetzung ausgchend wurden am Blühen verhinderte Pflanzen des 
Wirsing und der Sonnenblume durch Gewichte belastet, die in 
geeigneter Weise am Scheitel angebracht waren; bei der zuletzt 
genannten Pflanze wurden auferdem noch normal blühende Ob- 
jecte zum Experimente verwandt. Die Belastung war verschieden 
groB; die grüBte betrug bei der Sonnenblume 20 Küilo, beim Wir- 
sing mehr als 6 Kilo, Gewichte, die das der Blüthen- und Frucht- 
stände, welche unter gewühnlichen Verhältnissen von der Pflanze 
erzeugt werden, um ein Vielfaches übertreffen. Die Belastung 
dauerte Monate lang. 

Zu meiner Ueberraschung cergaben diese Versuche, daB die er- 
wartete Neubildung oder Verstärkung der mechanischen Zellen 
weder in den am Blühen verhinderten, noch in den normalen Ob- 
jecten eintrat. In den Stämmen der Sonnenblume konnte eine Zu- 
nahme der fraglichen Elemente nicht festgestellt werden; beim 
Wirsing war sie zwar zu beobachten, aber bei weitem nicht in 
dem Maalñic, wie man es der hohen Belastung entsprechend er- 
warten durfte. Dicses Ergebni® steht mit den Angaben Heg- 
ler’s nicht in Einklang,. 

Gleichzeitig mit den eben besprochenen Versuchen wurde noch 
ein weiterer ausgeführt. Durch ein eingehendes Studium des me- 
chanischen Prinzips im Baue der Monocotylen hat Schwendener 
die Bedeutung und Verbreitung der [fürmigen Träger festgestellt. 
Die Aufgabe, die Bildung solcher Träger in der Pflanze auf ex- 
perimentellem Wege hervorzurufen, schwebte mir lange vor, der 
Versuch selbst aber erwies sich in mehr als einer Hinsicht 
schwierig. Es schien nun, als büten unsere an aller Sprofbildung 
verhinderten Pilanzsen geeignete Objecte für die Untersuchung. 
Daher wurden kräftige in Tôpfen gezogene Wirsing - Pflanzen in 
horizontaler Lage angebracht, in einiger Entfernung von der Basis 
über cinc Stütze geleitct und dann am freien Ende belastet, Das 
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Gewicht betrug anfangs 500 Gr. und stieg allmählich bis über 
8000 Gr.; der Hebelarm, an dem es wirkte, hatte eine Länge von 
25, 30 und selbst noch mehr Centimetern. Die Last wirkte wieder 
Monate lang. In der That fand sich nuu, wie erwartet, daB unter 
der sehr starken Belastung der Holzkürper an den Orten maxi- 
maler Spannung auf der Ober- und Unterseite stärker wuchs, und 
reichlicher mechanische Elemente erzeugte, als auf den damit ab- 
wechselnden Flanken. Der Unterschied war bald nur gering, bald 
recht beträchtlich. — DaB es sich hier wirklich nur um eine Folge 
der Belastung handelte, ging daraus hervor, daf in ähnlichen 
Pflanzen, die ebenfalls in horizontaler Lage, aber unbelastet, an- 
gebracht waren, das exzentrische Wachsthum unterblieb. 

Wir fanden, da selbst sehr starke Belastung der aufrechten 
am Blühen verhinderten Objecte nicht genügt, um das normale 
Holzwachsthum wieder herbeizuführen. Dies aber läfit sich un- 
schwer dadurch erreichen, daf man eine solche Pflanze an ihrem 
Scheitel durch Pfropfen mit einem Reise verbindet. Sobald diceses 
zu einem Sprosse von einigem Umfange herangewachsen ist, treten 
in der Unterlage die normalen Verhältnisse wieder ein. Das Cam- 
bium bildet nach innen und auBen dieselben Elemente, die es in 
der ungestürt wachsenden Pflanze erzeugt. Hinsichtlich der me- 
chanischen Zellen ist diese Thatsache um so auffallender, wenn 
man bedenkt, daB das Gewicht des eingepflanzten Sprosses nur 
einen kleinen Bruchtheil dessen darstellt, mit dem der Stamm in 
unseren Versuchen künstlich belastet wurde. 

Aus dem Mitgetheilten folgt, daB der ontogenctische Gang der 
Gewebe-Differenzirung von inneren, correlativen Verhältnissen be- 
herrscht, da die Bildung der einzelnen Gewebeformen nicht ein- 
fach durch das BedürfniB bestimmt wird. Die Auslüsungs-Theorie 
genügt hier nicht. 
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Die Kürpermuskulatur von Branchiobdella parasita. 
Von 
Friedo Schmidt (Güttingen). 
Vorgelegt in der Sitzung am 26. Juli 1902 von Ehlers. 


Die Ergebnisse meiner Untersuchungen über die Kôrpermus- 
kulatur (Hautmuskelschlauch) von Branchiobdella parasita môüchte 
ich im Folgenden in kurzer Fassung bekannt geben, indem ich mir 
eine eingehende Darstellung derselben unter Berücksichtigung 
der einschlägigen Litteratur vorbehalte. 

GemäB der Ausgestaltung der Kôrpermuskulatur besteht der 
»Kopf“ aus 8 Segmenten, nämlich einem Buccalsegment, das die 
Mundôffnung enthält, und 2 Postbuccalsegmenten. Der eigentliche 
Kôrper (Soma) besitzt bekanntlich 8 typische Segmente; das 9, 
das durch die Saugnapfbildung umgewandelte Analsegment, ist 
aus einer Verschmelzung von mehreren Segmenten hervorgegangen. 

Der Hautmuskelschlauch setzt sich aus 3 Muskelsystemen zu- 
sammen, nämlich, von auBen nach innen aus einem Ring-, einem 
Diagonal- und einem Längsmuskelsystem. 


Das Ringmuskelsystem 


ist über die ganze Länge des Tieres ausgedehnt und überall ein- 
schichtig. In jedem Segmente stellt es eine gesonderte Anlage 
dar. Die einzelnen Zellen eines solchen segmentalen Systems 
stehen in regelmäBigen Abständen von einander und, alle einander 
parallel, am Umfange des Tieres zur Medianebene senkrecht. 

Nur in den beiden Postbuccalsegmenten wollte es mir wegen 
der Schwäche der Zellen nicht gelingen, das System zu durch- 
schauen. Von den Systemen der übrigen Segmente läBt sich fol- 
gendes sagen : 


ie 
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In einem jeden segmentalen Systeme lassen sich hinsichtlich 
einer Längen- und einer Formdifferenz der Zellen je 2 Arten un- 
terscheiden. Die einen Zellen reichen von der dorsalen Mittellinie 
bis zur ventralen (,lange“ Zellen), die anderen von der Lateral- 
linie entweder bis zur dorsalen oder bis zur ventralen Mittellinie 
(,kurze“ Zellen). Die ,kurzen“ Zellen, die auf diese Weise in 
einer dorsalen und einer ventralen Region gesondert liegen, sind 
also genau halb so lang wie die ,langen“ Zellen. Diese langen 
und kurzen Zellen sind nun das eine Mal einfach, spindelférmig 
gebaut (,Spindelzellen“), das andre Mal doppelspindelfürmig, 
d. h. aus 2 gleich langen und gleich starken, parallel nebeneinander 
liegenden Spindeln bestehend, die auf halber Länge verbunden sind 
(,Doppelspindelzellen“). (Es treten also 4 Zellarten auf: 
lange, kurze Spindelzellen, lange, kurze Doppelspindelzellen.) 

Demnach giebt es keine Ringmuskelzelle, die als einzelne den 
ganzen Umfang des Kôrpers umgriffe ; alle Zellen bilden nur Span- 
gen an ihm, sozwar, daB sie während ihrer ganzen Erstreckung 
nur einer bilateralen Kôrperseite angehôren. 

Terminal ist eine jede Ringmuskelzelle mit einer entsprechen- 
den derselben Seite wie der Gregenseite zu einem Muskelringe 
verknüpft; es fehlen terminal frei endigende Zellen. 

Jede Spindel- und jede Doppelspindelzelle ist einkernig. Der 
Kern liegt stets auf der Mitte der Zelllänge. Auf diese Weise 
bilden die Kerne von Zellen gleicher Länge und gleicher Er- 
streckung jedesmal eine längsgerichtete Reïhe (,Kernreihe“) an 
der Flanke des Tieres. Es ergeben sich somit in jedem Segmente, 
in welchem lange und kurze Zellen vorkommen (im Buccalsegment 
und in allen somatischen Segmenten) auf jeder Seite 3 Kern- 
reihen, eine dorsale, eine ventrale und eine laterale. 
(Im hinteren Postbuccalsegment bestehen jederseits 2 Kernreiïhen, 
eine dorsale und eine ventrale; im vorderen Segment liegen die 
Kerne in einer Zone, die sich auf einer Kôrperseite zwischen einer 
dorsalen und einer ventralen Kernreiïhe ausbreitet). 

Im Soma kehrt von Segment zu Segment derselbe Grundplan 
der Zellanordnung wieder. 

Vollkommen gleich ist das System in den somatischen Seg- 
menten 1—7 incl. Es besteht hier auf jeder Segmenthälfte aus 
25 Zellen (5 lange, db kurze Spindelzellen, 3 lange, 12 kurze Dop- 
pelspindelzellen). 

Im 8tr Segment setzt sich die Anlage jederseits aus 19 Zellen 
zusammen (3 lange, 7 kurze Spindelzellen, 1 lange, 8 kurze Dop- 
pelspindelzellen). 


Egl. Ges, d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1902. Heft 6. 20 
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Im Analsegment, das 6 Ringel ungleicher GrôBe aufweist, ist 
die Anlage des Systems eine dementsprechend compliziertere. 

Jedes der beiden Postbuccalsegmente enthält jederseits etwa 
20 Zellen. Das Buccalsegment führt gleichfalls 20 Zellen (19 
kurze Spindelzellen, 1 lange Doppelspindelzelle). 

In jedem Ringel eines somatischen Segments neh- 
men die Zellen von der Mitte des Ringels zu den 
Grenzen hin successive an Stärke ab. 

Die tiefsten Punkte der Ringel- und der Segment- 
furchen sind stets muskelfrei. 

Eine Ringmuskelzelle setzt sich zusammen aus einem contrac- 
tilen (Rinden-)Teil und einem plasmatischen (Mark-)Teil. Eine 
Spindelzelle stellt sich als ein spindliges Gebilde contractiler 
Substanz dar, in deren Axe das Plasma gelagert ist. Durch einen 
in der contractilen Rinde auf der Mitte der Zelle angebrachten 
klaffenden Längsspalt tritt das Plasma frei zu Tage. Der Kern 
liegt im Plasma unter dem Spalt. Eine Doppelspindelzelle 
besteht aus 2 contractilen Spindeln, in deren Axen sich wieder 
Plasma findet. Beide besitzen je einen Längsspalt in der Rinde. 
Durch diese Spalten steht das axiale Plasma beider Spindeln in 
Zusammenhang und zwar vermittelst eines mächtigen Zwischen- 
stücks gleicher Substanz, das den Kern birgt. Die Spalten 
befinden sich bei beiden Zellformen im Umfange der Spindeln stets 
an der der Leïbeshôhle zugewandten Seite, d.i. an der Seite, 
welche der Berührungsstelle der Spindel mit dem 
Epithel gegenüberliegt und nach welcher hin das 
Plasma ungehindert aus dem Zellinnern hervor- 
treten kann. 

Etwas anders verhalten sich die meisten Zellen der Post- 
buccalsegmente: die contractile Rinde umgiebt das Plasma nicht 
im ganzen Umfange, sondern diese ist dem letzteren peripher nur 
als eine schmale Leiste angelagert. Das Plasma ist auch bei diesen 
Zellen nach der Leibeshôhle hin gerichtet. 


Das Diagonalmuskelsystem 
entfaltet sich continuierlich über die Segmente 3—9 incl. (es ist 
also ein rein somatisches System). Die Anlage ist wieder in jedem 
Segmente cine gesonderte. 

In den Segmenten 3—8 incl. ist es vollkommen gleichartig 
ausgestaltet. Es besteht auf jeder Segmenthälfte aus 2 ungefähr 
gleichlangen und gleichstarken Zellen, die eine eine Spindel- 
zelle, die andre eine ,Gabelzelle“, d.i. eine Spindelzelle, 
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bei welcher der eine Fortsatz (hier der dorsalwärts gerichtete) 
gespalten ist. Diese beiden Zellen verlaufen an der Flanke des 
Tieres parallel und zwar vom Bauch schräg nach hinten 
zum Rücken hinauf, ein Verlauf, der zur Längsaxe des Tieres 
in einer Neigung von 45° steht. Im Bereich der beiden Mittel- 
linien kommt es zwischen den Zellen der beiden Kôrperseiten zu 
mannigfachen rechtwinkligen Ueberkreuzungen, die von Seg- 
ment zu Segment dasselbe eigenartige System von Rechtecken 
u. s.w. erzeugen. Auf der dorsalen Mittellinie entstehen in Dia- 
gonalstellung 2 unpaare, ungleich grofe Quadrate, daneben paarige 
Drei- und Vierecke; auf der ventralen Mittellinie stellt sich 1 
unpaares Quadrat ein. 

Bei ihrem Schrägverlauf gehüren die beiden Zellen 2 Seg- 
menten an. Der ventral von der Laterallinie liegende Abschnitt 
beider liegt in dem vorderen, der dorsale im hinteren Segmente. 

Jede der beiden Zellen hat am Kôrperumfange eine as y m- 
metrische Erstreckung, indem sie beide Kôrperhälften, doch in 
ungleichem Mafe umfafit: die grôfite Ausdehnung einer Diagonal- 
zelle liegt auf der einen Kôrperseite, auf der ihr Kern liegt; die 
Endabschnitte aber greifen auf die andre Kôrperseite über. Die 
Zellen enden an einer Ringel- bezw. Segmentgrenze und zwar stets 
frei, d.h. ohne terminale Verbindung mit ihresgleichen. 

Der Kern liegt bei beiden Zellen ungefähr auf der Mitte der 
Länge, bei der ,Gabelzelle“ an der Verzweigungsstelle, 

Complizierter stellen sich die Verhältnisse wieder im Anal- 
segment dar. 


Das Längsmuskelsystem 
ist mebrschichtig. Es reicht vom Lippenrande des Tieres bis zum 
Saugnapfrande. Jedes Segment hat sein gesondertes System. 

In den somatischen Segmenten 2—8 incl. ist die Anlage der 
Längsmuskulatur eine vüllig gleiche. 

Die längsgerichteten Muskelzellen (jederseits 44) eines solchen 
Segments ordnen sich zu 2 Systemen zusammen, einem ,Haupt“- 
und einem ,Nebensystem“. 

Am weitesten nach innen liegt das doppelschichtige, nur 
Spindelzellen (jederseits 37) fübrende ,Hauptsystem“. Es 
zieht sich, indem sich von Segment zu Segment Zelle an Zelle 
reiht, als ein continuierlicher, die Leibeshühle umhüllender Muskel- 
zylinder durch die Segmente hin. Von den beiden Schichten dieses 
Systems besteht die innere (der Leibeshôhle anliegende) aus kräf- 
tigeren und gleichstarken Zellen (jederseits 17), die eng neben- 

20* 
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einander liegen und nur auf der Hôühe der Laterallinie eine Lücke 
lassen; die äuBere Schicht, unregelmäfig, enthält schwächere Zellen 
(20). Alle Zellen des Hauptsystems haben die gleiche Länge und 
zwar ist diese gleich der eines Segments; während aber die einen 
Zellen (jederseits 21) von einer Segmentgrenze bis zur nächsten 
reichen (,Segmentalzellen“), erstrecken sich die anderen (je- 
derseits 16) von einer Ringelgrenze bis zur nächsten (,Inter- 
segmentalzellen“). ? 

Da bei allen Zellen dieses Systems der Kern auf halber Länge 
der Zelle gelagert ist, so ergeben sich (in jedem Segmente) in 
jeder Schicht 2 ringfôrmige ,Kernreiïihen“: die eine 
liegt vorn im Segment und wird von den Kernen der Interseg- 
mentalzellen der Schicht gebildet, die andere, hinten im Segment, 
von den Kernen der Segmentalzellen. 

Peripher vom ,Hauptsystem“ liegt das aus Doppelspindel- 
zellen bestehende ,Nebensystem“, dessen Zellen (jederseits 7), 
nur im dorsalen‘) Umfange des Segments stehend, von der vor- 
deren bis zur hinteren Grenze des grofen Ringels 
reichen. 

In den Kôrpersegmenten 1 und 9, desgleichen in den beiden 
Postbuccalsegmenten ist die Anlage der Längsmuskulatur eine 
ähnliche; es fehlt aber in all diesen Segmenten ein ,Neben- 
system“: die Längsmuskulatur liegt hier als ein reines ,Haupt- 
system“ vor. Dieses ist wieder in einer inneren und einer 
äuBeren Schicht entwickelt. 

Das 1. Kôrpersegment enthält wie die Segmente 2—8 incl. 
jederseits 44 Zellen (21 in der inneren, 23 in der äuBeren Schicht). 
Von diesen sind wieder die einen Segmental-, die anderen Inter- 
segmentalzellen. 

Das 9t Segment besitzt ungefähr ebensoviel Zellen. 

Im hinteren Postbuccalsegment stehen jederseits 42?) Zellen 
(27 in der inneren, 15 in der äuferen Schicht), im vorderen gleich- 
falls 42?) (26 in der inneren, 16 in der äuBeren Schicht). In die- 
sen beiden Segmenten sind alle Zellen Segmentalzellen; deshalb 
erzeugt jede Schicht nur eine Kernreïhe. 

Im Buccalsegment ist die Anlage der Längsmuskulatur eine 
durchaus andre; die Zellen stehen in groBen Abständen und sind 
auBerordentlich schwach. Im dorsalen Umfange des Segments 


1) Eine eïinzige dieser Zellen liegt ventral von der Laterallücke des Haupt- 
systems. 

2) Es ist nicht unmôglich, daB ich in der äuBeren Schicht noch 1—2 Zellen 
übersehen habe, 
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(Oberlippe) zähle ich jederseits 8, im ventralen (Unterlippe) 12 
Spindelzellen. 

Die Doppelspindelzellen des Nebensystems gleichen histologisch 
denen des Ringmuskelsystems. 

Die Zellen des Hauptsystems sind abgestutzt spindelfôrmig. 
Das Plasma wird wieder peripher von der contractilen Rinde um- 
geben. Letztere weist wieder Längsspalten auf, deren Zahl je 
nach der Lage der Zelle zu ihrem Nachbarn verschieden ist. Die 
Zellen der inneren Schicht haben meist 2 Spalten, der eine ist der 
Leïbeshôhle, der andre der Peripherie des Tieres zugewandt; die 
Zellen der äusseren Schicht sind meist mit einem Spalt, einem 
peripher gerichteten versehen. Inbezug auf die Lage der Spalten 
am Umfange der Zellen gilt hier derselbe Satz, den ich oben bei 
Gelegenheïit der Histologie der Ringmuskelzellen aussprach: Ein 
Spalt ist immer da angebracht, wo die Zelle frei ist 
von einer Berührung von seiten ihresgleichen oder 
anderer schwer verschieblicher Dinge, d.h. nach der 
Seite hin angebracht, nach der das Plasma unge- 
hindert aus dem Zellinnern austreten kann. 

Es fehlen mithin auch im Längsmuskelsystem allseitig ge- 
schlossene (,Hirudineen-“)Muskelzellen (gegen E. Rohde!)). 

Im Anschluf an den Hautmuskelschlauch habe ich auch die 


Muskulatur der Dissepimente 
untersucht. 

Das Soma besitzt 8 Dissepimente, nämlich ein Dissepiment 
1/2, 2/3, 8/4, 4/5, 5/6, 6/7, 7/8 und 8/9. Hierzu kommt noch ein 
Dissepiment zwischen dem hinteren Postbuccalsegment und dem 
ersten Kürpersegment. 

Im letztgenannten Dissepimente stehen jederseits vom Darme 
4spindlige Dorsoventralmuskelzellen; sie verlaufen bogenfôrmig 
vom Bauch zum Rücken, indem sie sich an beiden Orten, zwischen 
der Längsmuskulatur sich durchdrängend, am Integument fest- 
heften. 

Im Dissepiment 1/2 jederseits 2 different gestaltete Zellen; 
sie begeben sich vom Bauch her an den Darm. 

Im Dissepiment 2/3 jederseits 2 Spindelzellen; die eine be- 
giebt sich vom Bauch her, die andre vom Rücken her an den Darm. 

In den Dissepimenten 3/4, 4/5, 5/6, 6/7 und 7]8 ist das Muskel- 
system gleich gebaut. Es besteht jederseits aus 4 Zellen, 2 der- 


1) E. Rohde: Die Muskulatur der Chaetopoden. Zoolog. Beiträge hersg. von 
A. Schneider, Bd. L 1885 pg. 173—174. 
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selben umgreiïfen vom Rücken her, eine vom Bauch her kommend 
den Darm (letztere bildet dorsal vom Darm mit der gleichen 
Zelle der Gegenseite eine Ueberkreuzung). Die 4 Zelle ist nur 
ventral') am Integument befestigt (mit 4 Fortsätzen); sie hat 
im UmriB etwa die Form eines Blattes mit gesägtem Rande, sie 
ist breit und platt und mit vielen grôferen und kleineren Lôchern 
und Spalten versehen, die in tprsoyentesl gestellten Reïhen hinter- 
einander licgen. 

Im Dissepiment 8/9 jederseits 4 Zellen; 3 derselben verlaufen 
bogenfôrmig vom Bauch zum Rücken, die 4* aber umfalit, vom 
Bauch her aufsteigend, den dorsalen Umfang des Darmes. 

Auferdem finden sich im Analsegment eine ganze Anzahl 
dorsoventraler Muskelzellen, die in ähnlicher Anordnung, 
d. h. in queren Reïhen rechts und links vom Darm stehen wie die 
Dissepimentmuskelzellen. 

Die Zellen der Dissepimentmuskelsysteme sind wie die der 
übrigen Systeme gebaut: das Plasma liegt axial in der stets von 
Spalten zerklüfteten contractilen Substanz. 

Meine Untersuchungen über die 


Organmuskulatur 


sind noch nicht abgeschlossen. Doch habe ich soviel feststellen 
kônnen, da die Zellen dieser Systeme — des Muskelsystems des 
Darmtractus, des Centralnervensystems, des BlutgefäBsystems, des 
Penis, des Receptaculum seminis — vor den oben dargestellten 
weder in der Form noch im Bau Besonderheiten zeigen. 

Nach alledem kann ich den Satz aufstellen: Die Muskel- 
zellen von Brauchiobdella parasita sind als eine 
Abänderung der nematoiden Grundform zu be- 
trachten. Jede Zelle hat einen Kern; dieser ent- 
hält ein einziges grofes Kernkôrperchen. 

Was endlich die feinhistologischen Verhältnisse der Muskel- 
zellen anlangt, so will ich hier bemerkt haben, daB jede Zelle von 
einem Sarcolemmahäutchen umhüllt ist und daf bei Anwendung 
von Alcohol, Chromessigsäure oder Formol als Fixationsmittel die 
contractile Rinde in radiärgestellte Fibrillenplatten zerfällt. 


1) Nur im Dissepiment 7/8 ist diese Zelle auch dorsal am Integument an- 
geheftet. 


Güttingen, den 26. Juli 1902. 


Ueberdie electromagnetische Masse des Elektrons. 
Von 
W. Kaufmann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1902. 


In einer früheren Abhandlung !) habe ich aus der magnetischen 
und -elektrischen Ablenkung der Becquerelstrahlen nachgewiesen, 
daB für groBe Geschwindigkeiten die , Masse“ des Elektrons ver- 
änderlich wird und mit der Geschwindigkeit wächst. Der damals 
gemachte Versuch, die beobachteten Aenderungen mit den von der 
Theorie verlangten zu vergleichen, bedarf aus mehreren Gründen 
einer Berichtigung und Verbesserung, die den Inhalt der folgenden 
Mitteilung bilden sollen. 

Die damals benutzte theoretische Formel von Herrn Searle?) 
konnte mit den Beobachtungen nur dadurch in Einklang gebracht 
werden, daB zu der elektromagnetischen Masse des Elektrons noch 
eine mechanische Masse von geeigneter GrôBe hinzugefügt wurde. 
Aus der inzwischen erschienenen Theorie von Herrn M. Abraham”) 
geht nun aber hervor, da8 der theoretische Ausdruck für die Masse 
ein anderer ist, je nachdem es sich um longitudinale oder trans- 
versale Beschleunigungen handelt, und daf die Searle’sche Formel 
nur die longitudinale Masse darstellt, während für die hier in 
Betracht kommende transversale Masse ein Ausdruck gilt, der 
sich bedeutend langsamer mit der Geschwindigkeit ändert, der aber 
auch für Lichtgeschwindigkeit unendlich wird. 

Ein Versuch, diese Formel mit meinen Beobachtungen in Ein- 
klang zu bringen, schlug damals fehl; durch Hinzufügung einer 


1) Gôüttinger Nachrichten 1901, Heft 1. - 
2) Phil. Mag. (5) 44. 340; 1897. 
8) Gôttinger Nachrichten, 1902, Heft 1. 
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ymechanischen“ Masse konnte nichts erreicht werden, denn diese 
hätte negativ sein müssen (s Abraham. c. pag. 21). Ebenso 
wenig konnte ich damals durch Konstantenverschiebung, etwa 
durch Annahme eines allen Beobachtungen anhaftenden gleichen 
Fehlers von einigen Prozenten eine bessere Uebereinstimmung er- 
zielen. [Da hierbei kleine prozentuale Aenderung groBen Einflu8 
hat, liegt an der auferordentlich rasch ansteigenden Veränderlich- 
keit der elektromagnetischen Masse in der Nähe der Lichtge- 
schwindigkeit]. 

Erst durch die Auffindung eines Rechenfehlers in meiner Ar- 
beit, die ich Herrn Gehrke verdanke')}, wurde ich veranlaBt, 
die Rechnung nochmals aufzunehmen u. zw., wie das Folgende 
zeigen wird, mit überraschend günstigem Erfolge. Die Prüfung 
geschah dabei von vornherein unter Elimination 
derjenigen Fehler, die von den Konstanten des 
elektrischen und magnetischen Feldes herrühren. 

Für die theoretische Berechnung ist nämlich in erster Linie 
eine genaue Kenntnis der GrôBe 8 — v/V notwendig?), wo v die 
Elektronen-, V die Lichtgeschwindigkeit. Nun muB der Wert von 
v für die schnellsten Elektronen, d. h. für die am wenigsten ab- 


gelenkten, gegen V hin konvergieren, soda, wenn z, die magnetische 
Ablenkung: 


Q) (ne d 
und a 


£0=0 

Man braucht also zur Ermittlung von B nur Relativwerte von v 
zu kennen. 

Nun ist 

(3) -4sF 


ES Yo H [9] 7. 


1) Das zweite Glied in GI. 6 mu heifen: 
EX 
+: 
A(+a +, x) 

obgleich hierdurch die Resultate nur um wenige ‘/, sich ändern, ist doch der 
Einflu8 auf die theoretische Kurve sebhr gro8 (s. o.). 

2) Die Bezeichnung stimmt mit der meiner früheren Abhandlung überein; 
bei Abraham stehen statt B, v, V die Bezeichnungen 1, Qq, c. 


3) Die eingeklammerten Zahlen sind die Gleichungsnummern meiner früheren 
Arbeit. 
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also 
8 YoQ \Y50/5=0 
Da nun für sehr kleine Ablenkungen eine genaue Messung nicht 
mehr môüglich war [der kleinste von mir gemessene Wert ist 
durchaus unsicher und für die Rechnung garnicht zu verwenden] 
so muB (7e6)=0 aus den Beobachtungen extrapoliert werden. 
Zu diesem Zwecke soll zuerst versucht werden, die Beziehung 
zwischen der elektrischen und magnetischen Ablenkung, d. h. die 
auf der Photographie sichtbare sebhr schwach gekrümmte Kurve 


(s. Fig. 3 der früheren Arbeit) empirisch darzustellen durch die 
Gleichung : 


(b) Yo = 42 +08. 


[DaB eine ungerade Funktion gewählt werden muf, folgt aus 
der Voraussetzung, daB für kleine z, der Wert y,e und somit 
nach Gl. [7] auch die GrôüBe y,/2, konstant werden muf.] 

Unter Auslassung des kleinsten gemessenen Wertes (aus oben 


erwäbhntem Grunde) erhält man als wahrscheinlichste Werte 
(6) a — 0.232 b — 0.11d 
und damit: 
Tab. I. 


Y, (beob.): 0.198 0.156656 0.117b 0.0839 
y,(berech.): 0.196 0.156 0.118 0.086. 


Gleichung 5) stellt demnach die Beobachtungen vüllig hinreichend 
dar. 


Es ist also: 
(7) fe) — 0.232 
&0 /s0 =0 
und da 
8.15 
(8) Ce) Las [7] 
go wird: 
(9) Ye) — 877.028 — 0.945. 
#0 = 0 me 


Ferner ist für z, — 0 resp. pe — co (Gl. [8]) 
1.775 
s 


% 2 also 11) 5,5, — 1.776 
= 2 


(10) 
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somit : 
8,5, 11.77 S,8 
12 — 12/2 — 12.0,532. 
) B Y010.945  %0 
Mittels Gl. (12) läBt sich B aus den Beobachtungen ermitteln, 
ohne daB die Absolütwerte von v bekannt zu sein brauchen. Es 
ist weiter: 


F 
13 ANR go 
qe) uw Yo 
und nach M. Abraham (1. c.) GI. 26) 
8 
(14) u — Tuv(8) 
wobei Mer. re 
+fp Se 
men iEuEf)- 
(15) v® = x|- (TS 
und somit 5 
(16) ÿO) = à 
Folglich ist: 
ë es 4 1 8,8 F 
L Rage PRES Le gr ie Dire 
ne u —u540 ne F 
oder ne 
5,5 & à 
1 1 2 NRC 
(8) A der 
d. h. 
(19) 0) — const. 


Letztere Beziehung, die wiederum das elektrische und magne- 
tische Feld nicht mehr enthält, ist direkt prüfbar. [Das in der 
G1. (19) ebenso wie in (12) noch enthaltene Produkt s, s, ist sebr 
wenig veränderlich und würde auch bei etwas geändertem Feld- 
verlauf sich bloB um eine angerähert konstante Grôfe verändern. 
Folgendes sind die Resultate der Berechnung. 


Tabelle II. 
2 p lo] gr | HE vc 


0,198 | 6,36 |1,287 | 0,890 | 2,12/0,799 | 1,96! 0,235 | 0,462 
01568 | 7,43 | 1,165 |0,889 | 2,09! 0,847 | 2,13| 0,214 | 0,455 
0,1175| 9,13 | 1,073 | 0,889 | 2,06 0,907 | 2,49) 0,1865| 0,462 
0,0839 | 11,95 | 1,002 | 0,888 | 2,03! 0,957 | 3,08) 0,1505| 0,463 


0,000 | co [0,945 | 0,8878] 2,00) 1,000 | © | || 0,4608 im tel 


1) Gegen Tab. I der früheren Arbeit verändert entsprechend der Gehrke- 
schen Richtigstellung (s. o.). 


Q à | Yo Q | Si | Sa 
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Die Zahlen der letzten Reihe sind in der That, 
wie GL (19) verlangt, konstant, die Abweichungen 
vom Mittel betragen: +0,8; —1,2; +0,83; —0,5 ‘0. 

Die Beobachtungen sind demnach durch die Abraham’sche 
theoretische Formel wirklich darstellbar, d. h.: 

Die Masse der Elektronen ist rein elektromagnetischer Natur. 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie weit die Absolutwerte sich 
von den theoretisch verlangten unterscheiden. Für (y,e);=0o war 
gefunden 0,945. 

Das ergiebt nach Gl. (3): 

ui à 1,775 443.10" 
EU = 5x 09% 29 
wäbhrend die Lichtgeschwindigkeit 3,00.10!° beträgt. 

Die Abweïichung beträgt 7,2°/,, während ich früher den müg- 
lichen Fehler der Absolutwerte zu b°/, geschätzt hatte. 

Es ist wahrscheinlich, daf dieser Fehler in den gemachten 
vereinfachten Annahmen über den Verlauf des elektrischen Feldes 
beruht; nehmen wir dies an, so wären alle v-Werte mit ns De zu 
multiplizieren und dasselbe würde auch für die Werte von e/w 
gelten. 

Nun ist nach Gl. (18): 


— 9,785.1010 


3 F 


€ 


oder nach Anbringuug oben érwäbnter Korrektur: 


(22) (5 = DER — 184.107 


wäbrend für Kathodenstrahlen gefunden wurde: 


(23) 2 — 1,865-107. 
Zusammenfassend läBt sich folgendes sagen: 

Der relative Zusammenhang zwischen elektrischer und mag- 
netischer Ablenkung entspricht der theoretischen Formel unter 
der Annahme rein elektromagnetischer Masse. Die Ab- 
solutwerte weichen von den theoretischen [Grenzwert von v = V 
élu, = 1,86 : 10°] nur innerhalb der Grenzen der môglichen Beob- 
tungsfehler ab. 
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Um s0 wiünschenswerther erscheint es natürlich, auch die 
direkte Beobachtung der Absolutwerte bis zu der Genauigkeit zu 
bringen, daB an diesen selbst die Theorie geprüft werden kann, 
oder wenigstens der noch restirende hypothetische Fehler von 7,2 °/o 
auf einen môglichst kleinen Betrag herabgedrückt wird. Zu diesem 
Zwecke ist augenblicklich eine Untersuchung im Gange, über deren 
Resultate ich demnächst berichten zu kônnen hoffe. 


Gôttingen, Juli 1902. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaborato- 
rium zu Gôttingen XL 
Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1902. 


1) Ueber Isomerisirung cyclischer Kohlenwasser- 
stoffe und Ketone. 


Für das durch Reduction des Isophorons durch das Bihydro- 
isophorol hindurch erhältliche Bihydroisophoron ist die Constitu- 
tionsformel 


“ Des 

CO C(CHs)e 
V 
CH: 


sicher gestellt. Es ist mir nun gelegentlich einer gemeinsam mit 
Herrn U. Franke ausgeführten Untersuchung gelungen, dieses 
Keton in die isomere Verbindung 
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umzuwandeln und damit das Problem zu lôsen, die Stellung 
des Ketonsauerstoffatoms in cyclischen Verbindun- 
gen zu verschieben. 

Die Vorgänge, welche zu dieser Umformung führten, sind fol- 

gende. 

Bihydroisophorol wurde durch Wasserabspaltung mit Hülfe 
von Phosphorpentaoxyd oder von Chlorzink in den Kohlenwasser- 
stoff Co His verwandelt. Dieser Kohlenwasserstoff erwies sich aber 
identisch mit dem Cyklogeraniolen. Wie dieses bildete er 
leicht ein Nitrosat, aus dem einerseits ein bei 136° schmelzendes 
Nitrolpiperidid, andererseits ein Oxim Cs H14 NOH zu ge- 
winnen war, das bei 128° schmolz und sich auch bei der von Hrn. 
Kaltenbach freundlichst ausgeführten krystallographischen Unter- 
suchung als vollkommen identisch mit der neulich aus dem Cyklo- 
geraniolen hergestellten Verbindung erwies (Nachr. d. Ges. d. W. 
m.-ph. KI. 1902, 101). Da sich dieses Oxim nun in ein Methyl- 
cyklohexenon überführen läBt, dessen Constitution, wie inzwischen 
nachgewiesen wurde, durch folgende Formel wiedergegeben werden 
muf : 


>T8 


CO 0 
| 
CH: C(CHsh 
NZ 
CH: 


und dieses ungesättigte Keton sich weiter zu dem gesättigten Tri- 
methylcyklohexanon reduciren läft, so ist damit der oben ange- 
deutete Uebergang verwirklicht. 

Im AnschluB hieran haben wir zu untersuchen begonnen, ob 
sich das Methyl(1)hexanon(3) aus Pulegon vielleicht in ähn- 
licher Weise umformen läBt. 

Das Keton wurde zu dem zugehôrigen Alkohol, dem Methyl(1)}- 
hexanol(3) reducirt und dem Alkohol durch Erwärmen mit Zink- 
chlorid Wasser entzogen. Es wurde dabei ein Methylcyklo- 
hexen C:H:: (Tetrahydrotoluol) von folgenden Eigenschaften er- 
halten : 


Siedepunkt 106—107°, d — 0.799, np = 1.44234 bei 20° 
M = 81.81 (berechnet für Cr His F = 31.83), 
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Dieser Kohlenwasserstoff ist verschieden von dem Tetrahydro- 
toluol, das ich früher durch Salzsäureabspaltung aus Methyleyklo- 
hexylchlorid gewonnen habe und das folgende Eigenschaften besaB: 
Siedepunkt 103—105°, d — 0.806, np — 1.4445 bei 20°, 

Der neu dargestellte bei 106—107° siedende Kohlenwasserstoff 
zeichnet sich durch seine Fähigkeit aus ein schwer lôsliches Nitro- 
sat zu liefern, welches bei 103—104° schmilzt und beim Erwärmen 
mit Piperidin in ein schôn krystallisirendes bei 152—153° schmel- 
zendes Nitrolpiperidid übergeht. 

Beim Erwärmen mit Natriummethylat entsteht aus dem Nitro- 
sat ein Methylcyklohexenonoxim, C1H:1:NOH. Die Ver- 
bindung wird als Flüssigkeit erhalten, die unter 11m" bei 113— 
115° siedet und beim Schütteln mit Benzoylchlorid und Natron- 
lauge leicht eine erstarrende Benzoylverbindung giebt. 
Beim Umkrystallisiren aus Methylalkohol lieB sich dieselbe in 
zwei Antheile zerlegen, einen schwer lôslichen, vom Schmelzpunkt 
142—143° und einen leicht lôslichen, vom Schmelzpunkt 90—91°. 

Beim Erwärmen mit Schwefelsäure wurde aus dem Oxim das 
freie Cyklomethylhexenon C1Hi00 erhalten. Die Verbin- 
dung wurde durch Destillation mit Wasserdampf gereinigt, wobei 
ein erheblicher Theil im Wasser gelôst bleibt. Das ungelôste Oel 
wurde mit Pottasche getrocknet und fractionirt. Die Hauptmenge 
siedete zwischen 179—181° und zeigte d — 0,97, nn — 1.4843 bei 
209. M — 32.4 (berechnet für C7 H10O F — 832.01). 

Aus der wässrigen Lôsung des Ketons wurde durch Semi- 
carbazidlüsang ein nach dem Umkrystallisiren bei 207—2080 
schmelzendes Semicarbazon erhalten. Die Verbindung ist selbst 
in kochendem Alkohol schwer lôslich. 

Aus den angegebeuen Eigenschaften folgt, daB dies Methyl- 
cyklohexenon verschieden ist von dem bisher bekannten der Formel 


denn diese Verbindung siedet bei 199—201° und ihr Oxim liefert 
eine bei 15b° schmelzende Benzoylverbindung. Ob das neue Keton 
sich nur durch die Lage der Aethylenbindung oder, durch die 


PARLE: 
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Stellung des Carbonyls von dem bekannten unterscheidet, sind 
wir im Begriff zu untersuchen. 


2) Ueber die Umwandlung cyclischer Ketone in 
Basen stickstoffhaltiger Ringsysteme. 

Wie ich früher mitgetheilt habe (Ges. d. W. 1900, 241), lassen 
sich die Oxime cyclischer Ketone zu ,lsoximen“ isomerisiren, 
welche in der Art zu Stande kommen, daB sich der Stickstoff des 
Oxims in den kohlenstoffhaltigen Ring einschiebt und so Verbin- 
dungen entstehen, welche man von dem allgemeinen Typus 


CO 
(CH < k H ableiten kann. Wenn es nun gelang den Sauerstoff 


in diesen Verbindungen durch Wasserstoff zu ersetzen, mufte 
man zu cyclischen Basen (CH2); NH kommen, als deren Repräsen- 
tanten man bisher wesentlich das Piperidin kennt. Die Ent- 
stehung letzterer Verbindung selbst müfte man z. B. bei folgen- 
dem Reactionsverlauf aus dem Pentanon erwarten: 


CH. CH co CH ue NOH CE CHe 4 CH: CH: = 
— ° — — 
CH .CH: CH CH: CH CH: NH CB, CH: NH 
Pentanon Pentanonoxim Pentanonisoxim  Piperidin 
(Piperidon) 


während die noch unbekannten hôüheren Ringhomologen des Piperi- 
dins aus den entsprechenden Homologen des Pentanons entstehen 
sollten. 

Diese Reactionen haben sich nun in der That verwirklichen 
lassen. Die Isoxime lassen sich in amylalkoholischer Lôsung durch 
Natrium reduciren. Aber die entstehenden Producte sind nicht 
einheitlich, vielmehr künnen sich bei der Reduction verschiedene 
Processe abspielen, die im Folgenden gekennzeichnet sind. 

1) Die stôürendste Nebenreaction ist die Ringsprengung der cy- 
clischen Isoxime durch einfache hydrolytische Spaltung, welche zur 
Bildung von Amidosäuren führt, die sich in Form der Natriumsalze 
weiterer Umsetzung entziehen. Ein solcher Verlauf tritt natürlich 
umsomehr in den Vordergrund, je unbeständiger die Ringsysteme 
sind, von denen man ausgeht. Als verhältniBmäfig beständig 
haben sich die Systeme vom Typus des Piperidons erwiesen. 

2) Der erste Schritt der eigentlichen Reduction setzt un- 
zweiïfelhaft an der Carbonylgruppe ein, die dabei zur Alkohol- 
Gruppe CH(OH) wird. D.h. es entstehen cyclische Alka:- 
mine. 

8) Auch die cylischen Alkamine kônnen Ringsprengung er- 

20% 
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leiden, als deren Producte aliphatische Alkamine, d.h. 
Oxybasen und zwar mit grôfter Fernstellung des Hydroxyl- vom 
Amin-Radical entstehen. 

4) Die cyclischen Alkamine werden zu sauerstofffreien Basen 
reducirt, wobei es vorläufig dahin gestellt bleiben mag, ob ein 
directer Austausch von OH gegen H erfolgt, oder ob als weiteres 
Zwischenproduct zunächst — unter Wasseraustritt — eine unge- 
sättigte Ringbase sich bildet. 

Endlich wäre als fünfter müglicher und auch beobachteter 
Fall noch in Rechnung zu ziehen, da8 die aliphatischen Alkamine 
zu gewôübnlichen primären Basen Cr Hong NH: reducirt werden 
kôünnten. Die etwaige Bildung stickstofffreier Reactionsproducte 
kann unberücksichtigt bleiben, zumal sie practisch nicht in Be- 
tracht kommt. 

Die wichtigsten der besprochenen Vorgänge lassen sich durch 
folgende Formelbilder zur Anschauung bringen: 


1) CE + tn 4e LE 
D CU 4+R = (CHU 
8) ni D | — (CH, on OH 
9 CU + = (CH di Hi 
L CORRE —= (CH) _ + HO. 


Nachstehend sollen die bisher erhaltenen experimentellen Re- 
sultate kurz Erwähnung finden. 

1) Aus dem «-Piperidon, welches aus Pentanonoxim durch 
Umlagerung erhalten wurde, entsteht bei der Reduction in sehr 
reichlicher Menge Piperidin, welches sowohl durch seinen Siede- 
punkt, 106°, als auch durch sein Chlorhydrat vom Schmelz- 
punkt 234—236°, sein Platinsalz (Schmelzpunkt 194—195°) und 
das bei 145—146° schmelzende Pikrat identificirt wurde. 

Aufer Piperidin wurden, als Nebenproduct bei der Reduction, 
hôher siedende Basen beobachtet, und zwar eine krystallinisch er- 
starrende und eine, hüher siedende, flüssige. Die erstere wird 
wahrscheinlich als das cyclische, die letztere als das acyclische 


Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse 1903. Hoft 6. 21 
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Alkamin aufzufassen sein, jedoch sind die Verbindungen noch nicht 
näher untersucht. 

2) Aus B-Methylcyklopentanon, welches aus 8-Metyl- 
adipinsäure gewonnen war, wurde durch das Oxim und Isoxim hin- 
durch ein Methylpiperidin erhalten. 

8) Cyklohexanon, aus Pimelinsäure gewonnen, wurde in 
das schôn krystallisirte Isoxim 


CH CH CH 


GE, CH co NE 


übergeführt und dieses reducirt. 

Die Ausbeute an Reductionsproduct lieB zu wünschen übrig, da 
das Isoxim (— « Ketohexamethylenimin) zum Theïl bei der Reduc- 
tion hydrolytisch gespalten wird. Die bei der Reduction ent- 
standenen Basen liefen sich schon bei ihrer Isolirung aus dem 
Reactionsproduct mit Wasserdämpfen in einen leicht und einen 
schwerer flüchtigen Antheïil sondern. Der erstere enthält wesent- 
lich die sauerfreie, der letztere sauerstoffhaltige Base. 

Die sauerstofffreien basischen Producte siedeten in ziemlich 
weiten Grenzen. 

Die Hauptfraction ging gegen 140° über und besteht aus dem 
bisher unbekannten Hexamethylenimin 


CH: CH CH 


| NH. 
CH: CH: CE” 


Das Chlorhydrat dieser Base schmilzt bei 221—224°, das 
Platinsalz bei 201—203° unter Zersetzung. Bei der er- 
schüpfenden Methylirung giebt die Base eine Ammoniumverbindung 
(CH:)6 N (CH3:):J, welche erst gegen 260° unter Zersetzung schmilzt. 

Necben der sauerstofffreien Base tritt eine sauerstoffhaltige 
auf, welche zwischen 238—241° siedet und zu einer krystallini- 
schen Masse erstarrt. Die Analysen führen für diese Verbindung 
zu der Formel CeHi5 NO, woraus man schlieBen sollte, daB das 
acyclische Alkamin 


HO CH: CH: CH CH: CH2 CHe NH 


vorliegt. Jedoch verläuft die Umsetzung der Base mit salpetriger 
Säure nicht in erwartetem Sinn, d. h. unter Bildung eines Gly- 
cols, s0 daB die Constitution der Verbindung noch dahin gestellt 
bleiben muf. 
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Ganz ähnliche Producte wie das Hexanonisoxim geben bei der 
Reduction die beiden Isoxime (« und 8), welche durch Umlagerung 
des Methyl(3)cyklohexanonoxims früher von mir gewonnen wurden. 
Auch in diesem Fall entstehen sauerstofffreie cyclische Basen 
Methyl-Hexamethylenimin) und sauerstoffhaltige von er- 
heblich hôherem Siedepunkt. 

Das Menthonisoxim, welches Hr. Fr. Jäger nach dieser 
Richtung untersucht hat, schlieft sich diesem Verhalten voll- 
kommen an. Es gab bei der Reduction 1) eine bei 200—205° sie- 
dende Base CioHso NH, die ein gut characterisirtes Chlorhydrat 
und Platinsalz liefert. Das durch Methyliren gewonnene Ammo- 
niumjodid Cio Hso N (CHsk:J schmilzt bei 236% 2) eine Oxybase 
CioH:1 ON oder Cio H:3ON, die zwar nicht in krystallisirende 
Salze, aber in eine bei 109° schmelzende Benzoyl-Verbindung 
überführbar war. Wenn man dem Menthonisoxim die Formel 


CH (CHs) CH: CO 


H 
CH. CH CH (CH) 


zuschreïben darf, wäre die sauerstofffreie Base daraus als y-Me- 
thyl-c& Isopropyl-Hexamethylenimin 


CH (CHs) CH: CHs 


CL CH CH (Cs Hy NE 


zu betrachten. 

Das Suberonisoxim («-Ketoheptamethylenimin) verhält 
sich bei der Reduction genau so wie die niederen Homologen, nur 
treten hier die sauerstofffreien basischen Antheile, in denen man 
das Heptamethylenimin zu suchen hat, noch mehr zurück. 
Man beobachtet dagegen das Auftreten eines leicht erstarrenden 
basischen Reactionsproducts in verhältnifmälig grofer Menge, für 
welches die Analyse Werthe ergab, welche am besten auf die For- 
mel C1 Hi1r NO, also die einer aliphatischen Oxybase stimmen. 

Eine eigenthümliche sauerstoffhaltige Base wurde aus dem 
Suberonisoxim bei der Behandlung mit Chlorphosphor und Zer- 
setzung des entstandenen Products mit Alkali erhalten. Die Ver- 
bindung hat die Formel C14 Hz N:O und ist nicht ohne Zersetzung 
destillirbar. Sie krystallisirt im groBen bei 82° schmelzenden Kry- 
stallen und scheint bei der Reduction zum Theil dieselben Pro- 
ducte zu liefern, wie das Isoxim. 

Ein besonders bemerkenswerthes Verhalten zeigt das 1soxim 
des Thajamenthons, Cio Hi9 ON. Diese Verbindung läft sich in 
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amylalkoholischer Lôsung bei der Einwirkung von Natrium sehr 
glatt in eine sauerstofffreie secundäre Bahn C1o H:20NH verwan- 
deln. Diese Bahn hat einen ziemlich angenehmen Geruch, siedet 
bei 200—203° und läft sich in folgende characteristische Derivate 
überführen. 

Die Benzoylverbindung schmilzt bei 95°, die Nitrosoverbin- 
dung ist flüssig, bei der erschôpfenden Methylirung entsteht ein 
quaternäres Jodid Cio Hzo N (CH: J, das gut krystallisirt und bei 
202—203° schmilzt. 


Neue Beobachtungen über magnetooptische 
Erscheinungen in Absorptionsstreifen. 


Von 
W. Voigt. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1902.) 


1) Herr Zeeman hat die Freundlichkeit gehabt, mir Photo- 
gramme einer neuen Erscheinung zu schicken, die er in den Ab- 
sorptionsstreifen einer in einem Magnetfeld befindlichen Na-Flamme 
parallel zu den Kraftlinien beobachtet hat. Er lieB lineär po- 
larisirtes Licht, sagen wir im Azimuth 0° gegen die Horizontale, 
in die Flamme eiïntreten, darnach eine 14-Platte aus Glimmer 
passiren, deren Polarisationsrichtungen die Azimuthe + 4b° be- 
saBen, hierauf das bei seinen früheren Beobachtungen!) benutzte 
Quarzkeïlsystem mit horizontalen Keïlkanten und endlich einen 
Nicol durchsetzen; das austretende Licht wurde mit dem R 0 w- 
lan d’schen Gitter spectral zerlegt. 

Die Photogramme zeigen auferhalb der verticalen Absorptions- 
streifen ein System nur schwacher horizontaler Interferenzfransen, 
innerhalb derselben aber eine sehr inten- 
sive Interferenzerscheinung, die bei dem 
#—— einen mit sehr dichtem Na-Dampf er- 
f%} -—— haltenen Bild weniger Details erkennen 
#;. __ läft, dagegen bei dem mit dünnen 
, . Dampf gewonnenen ganz klar ist. Die 

nebenstehende Figur 1 giebt eine unge- 
 fähre Vorstellung von dem Aussehen der 
letzteren. 


1) P. Zeeman, Versl. Kgl. Ac. d. Wiss. Amsterdam 12. Juni 1902. 
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Was in ihr besonders frappirt, ist der stark verschiedene 
Character der Erscheinungen in den Absorptionsstreifen D, und D,. 
Während in D, nur ein System anscheinend geradliniger schiefer 
Brücken zwischen den schwachen äuBeren Interferenzfransen sicht- 
bar ist, zeigen sich in D, zwischen diesen Brücken wiederum tief- 
dunkle Querverbindungen entgegengesetzter Neigung, sodaB die 
ganze Erscheinung hier als eine vertical gestellte Zickzacklinie 
mit aus den Ecken abwechselnd nach unten und nach oben aus- 
tretenden Zweigen beschrieben werden kann. 

Die Photogramme, die mit dichterem Dampf erhalten sind, 
lassen sich etwa als eine Vergrôberung des letzteren Bildes an- 
sehen. 

Nachdem die Theorie!) alle übrigen in der Umgebung der 
Absorptionsstreifen beobachteten Erscheinungen befriedigend er- 
klärt hat, ist es wohl nahezu selbstverständlich, daf sie auch von 
den neuen Beobachtungen Rechenschaft geben wird. Das Interesse 
liegt sonach nicht mehr auf der Seite der Bestätigung der Theorie, 
sondern auf der Seite der Erklärung der Erscheinung. Letzteres 
scheint mir aber immer noch groB genug zu sein, um die An- 
wendung der Theorie auf die neuen Zeeman’schen Beobach- 
tungen zu rechtfertigen. 

2) Ich benutze ein Coordinatensystem XY, dessen Axen mit 
den Polarisationsrichtungen des +1-Glimmers zusammenfallen, und 
setze voraus, daB das einfallende lineärpolarisirte Licht die Am- 
plitude F besitzt, und daB seine Polarisationsrichtung den Winkel 
y mit der + X-Axe, 1x—# mit der + Y-Axe einschlieft. Dann 
haben die aus der Na-Flamme austretenden Polarisations-Compo- 
nenten die in complexer Form geschriebenen Werthe 

U — 17 PAR Q Et Es to Fab 
1) = Fit D iv) iT 
Hierin ist 
dat = T,  2allco, = L, 
gesetzt, und es bedeutet r die Periode, ! den in der Flamme zu- 
rückgelegten Weg, 0, die complexe Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Welle » in der Flamme. 

Die Wirkung des +4-Glimmers drückt sich (da der Anfangs- 
punkt von é beliebig geändert werden kann) dadurch aus, daf 
man v den Factor +4 ertheïlt, also für die austretende Schwin- 


1) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 67, p. 345, 1899, 
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gung schreibt 
u, = Le td) ET 


0, = + LFfe h9) eme) eT 


2) 


Diese Formeln stellen zwei lineäre Schwingungen dar, welche die 
Winkel der Quadranten (+ X, + Y) und (+ X, —Y) halbiren. Beide 
Schwingungen werden im Quarzkeil um den gleichen, aber von dem 
Ort des Durchganges abhängigen Winkel # gedreht, sodaB resultirt 


u, = U,COSŸ — v, sin Ÿ, 
v, = U, sin Ÿ +v, cos ®. 


8) 


Wird schlieflich mit einem Nicol beobachtet, dessen Polarisations- 
richtung den Winkel o mit der X-Axe einschlieft, so kommt eine 
Schwingung zur Geltung, gegeben durch 


U = u,cosp+v,sing = u, cos (9 —œp)—v, sin (8 —œ) 
4) — 476 ET (cos (9— y) + sin (9 — y) 
+6 BV) (008 (8 — p) + sin (8 — y))] 7" 


Diese Schwingung besitzt eine reelle Amplitude À, für welche 
git 
5) A = $F[(+e) +(e—e)sin2(9 — y) 
+2e,e, cos 2(9—) cos (l, —1,+2#)], 
wobei 
so rnirese &,,  2xlro, = I, 

gesetzt ist, und ©, die reelle Geschwindigkeit, x, den Absorptions- 
index der Welle À in der Flamme bezeichnet. Bei der Zeeman’- 
schen Anordnung ist die Periode + der Schwingung zugleich sehr 
nahezu die horizontale Coordinate £ der beobachteten Erscheinung; 
# ist eine lineäre Function der verticalen Coordinate 7. Der 
Winkel œ modificirt nur den Anfangspunkt von 7 und kann 
gleich Null gesetzt werden, wenn es sich, wie hier, nur um ver- 
gleichende Beobachtungen handelt. Der Winkel y war bei Zee- 
man beiläufig 45°, und wir wollen diesen Werth einsetzen, ob- 
gleich er vielleicht nicht mit derjenigen Genauigkeit erreicht war, 
die bei der Art des Vorkommens von # neben (/,—/,) unter dem 
sinus für seine Benutzung erforderlich wäre. 

Hiernach gilt für die Zeeman’schen Beobachtungen, wenn 
wir uns noch der Einfachheit halber auf das obere Vorzeichen 
beschränken, 


308 W. Voigt, 


A'= 4 [(+e)—(é— ce) sin29 
6) — 2e, é, cos 29 sin (/, —1,)]. 


A' nimmt ein Maximum oder ein Minimum in Bezug auf # 
(and somit 7) an, wenn 
€, 


7) CRE TAN TUE AN 


Die Maxima, wie die Minima wiederholen sich also im Abstand 
9 — x; die Minima fallen in die Mitte zwischen die Maxima. 

Eliminirt man # aus dem Ausdruck für 4°, so erhält man 
für die extremen Werthe 4° 
8) A = 4F' (+) + V(é—e) +4; sin° (1, —2)]. 

3) Bei der grofen Complicirtheit der Gesetze, welche die e, 
und die ?, befolgen'), würde eine genaue Discussion der Formeln 
(7) und (8) überaus umständlich sein. Wir beschränken uns auf 
solche, zumeist qualitative Ueberlegungen, die das Wesentliche 
des von der Theorie geforderten Vorganges erkennen lassen. 

In grôBerer Entfernung von den Absorptionsstreifen ist sowohl 
e,—e,, als 7, —1, sehr klein, aber e, —e, darf àls klein von hôherer 
Ordnung betrachtet werden. Hier liefert (7), wenn das Zeichen 
—) die angenäherte Gleichheit bezeichnet, 


9) tg 29 (=) 0, 
also 9 (—) 4hx; und aus (8) folgt, wenn man €, — e, — e, setzt, 
10) 4 (=) F'e [1 + sin (7, —1,)]. 


Der Unterschied zwischen den Maxima und Minima ist hier sehr 
gering, die Interferenzstreifen sind schwach, wie das die Zee- 
man’schen Aufnahmen in der That zeigen. Die Minima ent- 
sprechen den Werthen 3 (—) hx. 

Der Verlauf der dunkeln Interferenzfransen in dem Bereiche 
der Absorptionsstreifen wird am besten durch geometrische Hülfs- 
mittel erschlossen, wie sie auf der nachstehenden Figurentafel 
schematisch für zwei interessante Fälle I und II verschieden 
groBer Doppelbrechung /,—7, im Absorptionsstreifen dargestellt 
sind. 


1) W. Voigt, L c. p. 349. 
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Kgl Ges, A. Wiss, Nachrichten. Math.-pbys. Klase, 1908. Hoft 5. 
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Die oberste Reïhe giebt den Verlauf von Z, und ,, die zweite 
den von e? und e? als Function der Schwingungsperiode tr; in der 
dritten ist eine schematische Curve für 2e,e,sin(Z —[{,), in der 
vierten eine solche für e —e; enthalten. Die Curven für 2e,e, sin (7, —1,) 
lassen den Unterschied der beiden Fälle I und II hervortreten: im 
Falle I ist Z,—1, nirgends kleiner als —#x, in II unterschreitet es 
diesen Werth, ohne —2x zu erreichen, und sin(/,—/,) nimmt des- 
halb nicht nur zwei, sondern vier Mal den Werth Null an. 
Kleinere Werthe /,—1, als —2x scheinen bei den beschriebenen 
Zeeman’schen Beobachtungen nicht vorgekommen zu sein. 

In der fünften Reihe ist der nach (7) aus der dritten und 
vierten folgende Verlauf von tg2#, in der sechsten das ihm ent- 
sprechende # wiedergegeben. Die letzten — natürlich, abgesehen 
von den Punkten, die # — 0,+4x, tx entsprechen, nur nach 
Schätzung gezeichneten — Curven stellen gemäfi dem zu (b) Ge- 
sagten zugleich schematisch den Verlauf der dunkeln Interferenz- 
fransen im Bereiche der Absorptionsstreifen dar. 

Man erkennt, daf die Curve des Typus I eine angenähert ge- 
radlinige schiefe Brücke zwischen zweien der benachbarten horizon- 
talen, im Gebiete der unmerklichen Absorption liegenden Streifen 
darstellt, wie das die Photographie bei der Linie D, in der That 
zeigt. Da diese Brücken im Photogramm gegen die horizontalen 
Streifen ein klein wenig nach oben verschoben sind, kann sowohl 
auf der nur angenäherten Erfüllung der Gleichung (9), als auf 
dem nicht ganz genau stattfindenden Werth # — 1x beruhen. 

Die Curve des Typus IL führt (im Gegensatz zu I) zu dem- 
selben horizontalen Interferenzstreifen zurück; aber die Erschei- 
nung, welche das Photogramm bei der Linie D, zeigt, scheint auf 
den ersten Blick mit dieser Curve garnichts gemeinsam zu haben. 
Sieht man indessen genauer zu, so erkennt man, da im Photo- 
gramm die verticale Zickzacklinie, welche den Stamm der Figur 
bildet, durch Partien von ein wenig geringerer Tiefe in Stücke 
zerfällt, die mit den daran hängenden Zweigen zusammen in der 
That gerade jene Theile liefern, deren Gestalt von der Theorie 
gefordert wird. Wie in so vielen Fällen lehrt auch hier erst 
die Theorie das Beobachtungsbild richtig auffassen. 

Eine gewisse Schwierigkeit scheint zunächst der stetige An- 
schluf der beiden Typen 1 und II an einander und an die bei 
verschwindender Feldwirkung stattfindende Erscheinung zu 
bieten. Man muf sich da wohl folgende Vorstellung bilden. 

Vor Erregung des Feldes sind die auferhalb und innerhalb 
des Absorptionsstreifens horizontal verlaufenden Interferenzfransen 
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mit einander verbunden durch eine verticale, in den Absorptions- 
streifen verlaufende, von verschwindender Intensität. Bei 
anwachsendem Felde und demgemäB wachsenden e —e; und 7, —1, 
nimmt die Intensität dieses Streifens zu, und jeder seiner von 
9 (=) hx und # (—)(k+1)x (wobei k = 0, +1, +2,...) begrenzten 
Abschnitte dreht sich um seine Mitte (nach rechts), wobei die 
Enden sich nahezu mit den auseinanderrückenden Absorptions- 
streifen nach rechts und links bewegen (Typus I) Dies dauert 
solange an, bis /, —7, an einer Stelle des Absorptionsstreifens den 
Werth —x erreicht. Hier kônnen wir uns wiederum einen ver- 
ticalen Interferenzstreifen von der Intensität Null, an der Stelle 
der ursprünglichen Absorptionslinie befindlich, hinzudenken, und 
die Abschnitte desselben mit je zwei Hälften der benachbarten 


wirklichen Interferenzfransen nach dem Schema _ zusammen- 


fassen. Der weitere Verlauf ist dann der, daB der verticale 
Streifen sich (nach links) neigt und zugleich an Intensität zu- 
nimmt. So entstehet der Typus IT aus I. 

Das Gesetz der maximalen Dunkelheit (8) ist wenig über- 
sichtlich und soll nicht ausfübrlich discutirt werden. Man erkennt 
indessen durch Anwendung auf specielle Fälle leicht, daf es bei 
verticaler Fortschreitung im Bereich der Absorptionsstreifen 
grüBere Intensitätscontraste verlangt, als auBerhalb. In der That 
ist in der Mitte des ganzen Absorptionsstreifens €, = €, = e,, 
wobei e, eine neue Bezeichnung ist, also 


A = F'e[i+sin (, —1,)]; 


die Formel stimmt mit (10) überein, aber sin(/,—1{,) hat in dem 
jetzt betrachteten Bereich einen ganz beträchtlichen, unter Um- 
ständen bis zu Eins ansteigenden Werth. 

Die von Herrn Zeeman beobachteten neuen Phänomene 
erklären sich also durch die Theorie auf das Einfachste. Von 
besonderem Interesse ist es wohl, daB das so auffallend verschie- 
dene Verhalten der Absorptionsstreifen D, und D, allein auf der 
verschieden grofen Geschwindigkeitsdifferenz der beiden in der 
Flamme fortgepflanzten Wellen für die betreffenden Perioden be- 
ruht, die ja auch durch directere Beobachtungen festgestellt ist. 


Güttingen, 12. Juli 1902. 


Ueber die pharmakologische Wirkung der 
cyclischen Isoxime. 


Von 
C. Jacobj. 
Vorgelegt in der Sitzung am 29. November 1902 von O. Wallach. 


Im Jahre 1888 hat Schotten!') die Aufmerksamkeit auf eine 
von ihm dargestellte Verbindung, das Oxypiperidin (Piperidon) 
gelenkt, welche dadurch ein besonderes Interesse bot, daB sie ein 
künstliches, physiologisch wirksames Alkaloid darstellte, welches 
aus der an sich unwirksamen, kettenfôrmig aufgebauten © Ami- 
dovaleriansäure durch Zusammenschluf der Kette zu einem Ring 
gewonnen und durch Sprengung des Ringes wieder in die unwirk- 
same Säure zurückgeführt werden konnte. Die Wirkung dieses 
Oxypiperidins wurde als der des Strychnins nahestehend ge- 
schildert. 

Bei seinen Untersuchungen über die Terpene und deren Ab- 
kômmlinge hat Herr Geheimrath Wallach neuerdings eine Reïhe 
gleichartig aufgebauter, ringfôrmiger Verbindungen, sogenannte 
Cyclische Isoxime dargestellt, welche, sowohl hinsichtlich der 
GrôüBe des Ringes, als auch der, demselben an- und eingefügten 
Alkylgruppen eine grofe Mannigfaltigkeit bieten, dabei aber 
doch gleichzeitig eine gewisse systematische Zusammengehürigkeit 
zeigen. 

Eines dieser Präparate, ein Gemisch des « + 8 Methylhexa- 
nonisoxims, welches in reichlicheren Mengen hatte gewonnen 
werden kônnen, wurde mir von Herrn Geheimrath Wallach vor 
2 Jahren zur pharmakologischen Untersuchung gütigst üiberlassen, 


1) Ber. d. d. chem. S. 21. 2243, 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Matkem.-phys. Kl. 1902 Uoft 0. 23 
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Es ergaben die Thierversuche, daB auch dieser Verbindung eine 
sebr typische Krampfwirkung zukommt, aber nicht in dem Sinne, 
wie sie Schotten s. Z. für das Piperidon angegeben hatte. Es 
handelt sich nicht um eine strychninartige Reflexkrampfwirkung, 
sondern vielmehr um Krämpfe, welche auf Erregung des, in der 
Medulla oblongata gelegenen Krampfcentrums beruhend, den durch 
Pikrotoxin und Kampher erzeugten, gleichen. 

Im Hinblick auf die characteristische Wirkungsart dieser 
Verbindung mufte es einerseits von Interesse sein, zu erfahren, 
ob das Piperidon Schotten’s und das mit ihm, wie aus chemischen 
Gründen angenommen werden mu, identische, von Herrn Geheim- 
rath Wallach auf anderem Wege gewonnene Pentanonisoxim 
wirklich gegenüber dem Methylhexanonisoxim eine ihrem Wesen 
nach so verschiedene Krampfform bedingt, oder ob etwa hier nur 
eine Verwechslung beider Krampfformen seitens Schotten's vorlag 
und es sich auch bei diesen Verbindungen um Pikrotoxinartige 
Krämpfe handle, andererseits stand zu hoffen, daB eine pharma- 
kologische Untersuchung der verschiedenen von Prof. Wallach 
dargestellten Verbindungen vielleicht eine Beziehung zwischen 
Constitution und Wirkung derselben werde erkennen lassen, da 
hiefür das Material besonders geeignet erschien. 

So begrüBte ich das Anerbieten Herrn Professor Wallach’s, 
mir Proben der verschiedenen, von ihm hergestellten Präparate 
zur pharmakologischen Prüfung zur Verfügung stellen zu wollen, 
mit grôBter Freude, und môge es mir gestattet sein, auch hier 
nochmals meinen Dank für die Ueberlassung des zum Theiïl sehr 
kostbaren Materials zum Ausdruck zu bringen. 

Die Versuche wurden zunächst von meinem Assistenten, Herrn 
Dr. Szubinsky unter meiner Leitung und nach dem Ausscheiden 
desselben aus seiner Stellung eine Zeit von mir allein, seit letztem 
Sommer aber von Herrn Dr.Hajashi aus Japan ausgeführt, und 
batte ich die Freude, in letzterem einen mit ebenso verständni8- 
vollem Interesse, wie umsichtigem Geschick sich dem Gegenstand 
widmenden Mitarbeiter gefunden zu haben. 

Herr Dr. Hajashi wird demnächst über die gesammten Unter- 
suchungen, welche er speciell mit Rücksicht auf die Nervenend- 
und Muskelwirkung der Substanzen noch erweitert hat, eingehend 
berichten. Hier müge mir zunächst nur eine kurze, zusammen- 
fassende Darstellung der wichtigsten Ergebnisse unserer Versuche 
zu geben, gestattet sein. 

Da es sich zunächst vor Allem um eine systematische Ver- 
gleichung der Wirkung der verschiedenen Verbindungen handelte, 
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so mufte hauptsächlich darauf Bedacht genommen werden, die 
Versuche so anzustellen, daf sie sich für alle Präparate môglichst 
gleichmäBig durchführen liefen. Es waren deshalb bei der zum 
Theïil sebr geringen Menge an Substanz, welche von einzelnen 
kostbaren Verbindungen sich nur beschaffen lieB, als Versuchs- 
thiere môglichst kleine zu wählen. 

Als Kaltblüter verwendeten wir, wie üblich, den Frosch, als 
kleinsten Warmblüter die weife Maus, die, so ungeeignet sie 
anfangs, zumal für Dosirungsversuche auch erschien, doch bald, 
bei der nôthigen technischen Uebung in der Beibringung des 
Giftes, sich als recht brauchbar erwies und zu gut überein- 
stimmenden, einen Vergleich der Wirkungen in qualitativer und 
quantitativer Hinsicht sehr wohl zulassenden Resultaten führte. 

Die in den Kreis der Untersuchung gezogenen Substanzen, 
welche sämmtlich im chemischen Laboratorium des Herrn Professor 
Wallach in sorgfältigster Weise für die pharmakologischen Unter- 
suchungen hergestellt wurden, môgen hier zunächst in einer syste- 
matischen Zusammenstellung aufgeführt werden, um den für die 
spätere Besprechung nôthigen Ueberblick über die chemische Be- 
ziehung derseiben unter einander zu erleichtern. Es handelte sich 
um die in der folgenden Tabelle, einerseits in den vertikalen 
Spalten nach der GrôBe des Ringes, andererseits in den horizon- 
talen Reïhen nach den die Ringe neben dem CH:-Gruppen bildenden 
Gliedern, sowie den, den Ringen an- oder eingefügten Alkylen 
geordneten 20 Verbindungen. 
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L. IL. 111. IV. 
5. Ring 6. Ring 7. Ring 8. Ring 
1.0hneNHmitCO]|1.Pentanon| 2. Hexanon 9. Suberon | 
2. mit NHohneCO 8. Piperidin |10. Hexamethylenimin 
8. mit NH und CO 4. Piperidon |11. Hexanonisoxim 20. Suberon- 
Isoxime (Schotten) isoxim. 
5. Piperidon . 
(Wallach) 
— Pentanon- 
isoxim 
4. Einfach methy- 6. Methylpen- |12. « Methylhexanon- 
lirte Isoxime tatonisoxim isoxim 
13.6 Methylhexanon- 
isoxim 
5. 1 CH,u. IC, H, 14. Linksmenthon- 
am Ring ange- isoxim 
lagert ent- x) |15. Tetrahydrocarvon- 
: * isoxim 
een ) 16. Bihydrolinksmen- 
thonisoxim 
17. Benzoylbibydro- 
linksmenthonisoxim 
6. 1CH,u.1C,H, 18. Isofenchonoxim 
letzteresimRinge 
7. 3 CH, am 7. Trimethyl- | 19. Trimethylcyclo- 
Ring piperidin hexanonisoxim 
8.2CH,u.1C,H, 8. Thujamen- 
am Ring thonisoxim 


*) Bei diesen Verbindungen ist noch nicht sichergestellt, ob sie cyclisch 
sind, oder nicht doch schon aliphatische Structur besitzen. Ihre Wirkungsart 
gcheint indessen das Letztere auszuschliefen. 


Wie man sieht, enthalten die Vertical-Reihen die Ringe ver- 
schiedener GrôBe von 5—8 Gliedern. 

Von den Horizontalreiben aber zeigt die erste als Ringver- 
bindungen, welche neben den C H:-Gruppen eine C O-Gruppe enthalten 
das Pentanon, Hexanon u. Suberon; die 2. Reihe enthält in dem 
Piperidin u. Hexamethylenimin zwei Ringe, welche nur eine 
NH-Gruppe führen; in der 3. finden wir in dem Pentanonisoxim 
(Piperidon) Hexanonisoxim, Suberonisoxim, s. g. cyclische Isoxime, 
d. h. Ringe, welche ein CO neben der N H-Gruppe stehend ent- 
halten. Die 4. Reihe enthält die Monomethylisoxime des 5- und 
6-Ringes; das Methylpentanonisoxim und Methylhexanonisoxim 
und zwar letzteres wahrscheinlich mit dem Methyl einerseits an 
zweiter, andererseits in vierter Stelle von N. 
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Die 5. Reïhe umfaft verschiedene Methylpropylisoxime und 
daraus abgeleitete Verbindungen des 7-Ringes, in welchen die 
Propylgruppe am Ring angelagert; die 6. Reïhe eine gleichartige 
Verbindung das Isofenchonoxim, in welchem die Propylgruppe aber 
nicht als solche vorhanden ist, sondern nach Art der Campher 
den inneren Theil eines Doppelringes ausmacht. Die 7. Reïhe 
enthält zwei trimethylirte Ringe, das Trimethylpiperidin und 
Trimethylcyclohexanonisoxim und die 8. endlich in dem Thujamen- 
thonisoxim wahrscheinlich ein Hexanonisoxim mit zwei CHs und 
einer Cs H:-Gruppe. 

Ringverbindungen, in welchen die CO u. NH-Gruppe nicht 
nebeneinander, sondern getrennt im Ringe stehen, wie solche ja 
bereïits bekannt sind, wurden zunächst in die Untersuchung noch 
nicht hineingezogen, doch werden auch solche in nächster Zeit 
noch von uns untersucht werden. 

Wie man sieht, liegen hier die verschiedenartigsten, dabei 
aber doch in gegenseitig naher constitutioneller Beziehung zu ein- 
ander stehenden Ringverbindungen vor, die wenn ihre Wirkungen 
Unterschiede klar hervortreten liefen, einen Zusammenhang zwischen 
Constitution und Wirkung zu finden hoffen liefen. Bemerkt sei 
hier, daB alle Angaben von Dosen im folgenden auf freie Base und 
pro Gramm Thier sich beziehen, da nur auf diese Weise Vergleiche 
môglich sind. 

In der That ergaben nun die von Szubinsky, Hajashi und 
mir, zum Theil ganz unabhängig, wiederholt angestellten Versuche, 
eine Reïhe constant beobachteter Thatsachen. 

Die wichtigste derselben war die, da8 allen, die Gruppen 
CO—N H enthaltenden Verbindungen d. h. also allen untersuchten 
Isoximen, sofern sie überhaupt Wirkung äuferten, als Grund- 
wirkung, regelmäfig nachweisbare mehr oder weniger ausgeprägte 
Krampfsymptome zukommt, die indessen nicht, wie Schotten bei 
seinen Piperidon meinte, und bereits erwähnt wurde, den Typus 
des Strychnins d. h. eines Reflexkrampfes zeigt, vielmehr ihre 
Ursache in directer Erregung des in der Medulla oblongata ge- 
legenen Krampfcentrums hat. Es zeigte sich denn auch, daf dem 
von Herrn Prof. Wallach genau nach der Methode Schotten’s dar- 
gestellten Piperidon ebenfalls diese Wirkung, aber keine strychnin- 
artige zukommt und ein wirklicher Unterschied zwischen ihm und 
dem Wallach'schen Piperidon (Pentanonisoxim), das auf anderem 
Wege gewonnen war, nicht zu constatiren ist Wenn letzteres 
zuerst etwas wirksamer erschien, so ist das wohl auf Rechnung 
der bei der leicht eintretenden Dissociation, des hier zu den Ver- 
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suchen benutzten Salzes, frei werdenden Salzsäure zu setzen, da 
mit kohlensaurem Natron neutralisirte Lôsungen sich wieder weniger 
wirksam erwiesen. 

Es dürften somit die cyclischen Isoxime der pharmakologischen 
Gruppen der Medullar-Krampfgifte, repräsentirt durch das Pikro- 
toxin und den Campher, zugehôrig zu betrachten sein. 

Dahingegen erwiesen sich die übrigen untersuchten Verbin- 
dungen, denen, sei es die CO oder NH Gruppe im Ringe feblte, 
alle als typische Lähmungsgifte, welche eine Krampfwirkung nicht 
erkennen lieBen; so das Pentanon, Hexanon u. Suberon, sowie 
das Piperidin, Hexamethylenimin und Trimethylpiperidin. 

Stellt man die tôdtlichen Gaben der einfachen Isoxime aber 
für den Frosch und die Maus zusammen, so ergiebt sich folgendes : 


Frosch Verhältnisszahl Maus Verhältniss- 
Pentanonis- zahlen 
oxim 4,7—5 mg.p.g. (20) über 3,2 mg.p.g. (16) 
Hexanonis- 
oxim 38,5 mg. p. g. (7) 0,85 mg. p. g. (4) 
Suberonis- 
oxim über 2,0 mg. p.g. (4)? 0,4 mg. p. g. (2). 


Man sieht, es steigt also mit der GrôBe des Ringes hier die 
Wirksamkeit, was bei dem Hexamethyleminin gegenüber dem 
Piperidin nicht der Fall zu sein scheint, da für die Maus als 
tôdtliche Gabe ersteres 0,88, letzteres 0,7 ergab. Dahingegen 
tritt die Steigerung der Wirkung ebenfalls hervor bei dem Pen- 
tanon, Hexanon u. Suberon, welche als tôdtliche Gabe am Frosch 
3—b mg., 2,3 mg. u. 1,2 mg. p. g. ergaben, nur daB es sich bei 
diesen Verbindungen um reine Lähmungswirkung handelt. 

Es zeigte sich weiter, da die Wirksamkeit der Ringisoxime 
durch den Eintritt einer Methylgruppe an den Ring gesteigert 
wird, wie sich aus dem Umstand ergiebt, da8, bemessen an der 
tôdtlichen Gabe, das Methylpentanonisoxim und « Methylhexa- 
nonisoxim, welches, wie zur Zeit angenommen wird, die CHs 
Gruppen an 2. Stelle neben dem N enthält, doppelt so giftig sind, 
wie die entsprechenden, methylfreien Verbindungen. 


Der Umstand aber, daB das B Methylhexanonisoxim, bei 
welchem die Methyl-Gruppe an 4. Stelle vom N angefügt ist, ohne 
nachweisbare qualitative Aenderung der Krampfwirkungen an der 
Maus 10mal, am Frosch 5 mal giftiger als die CH3s freie Ver- 
bindung und 2'/: mal, sowie 5 mal so giftig als die « Verbindung 
ist, deutet darauf hin, daB auch die Stellung, in welcher die 
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Methÿl-Gruppe am Ringe sich befindet, von Bedeutung für den 
quantitativen Wirkungseffect ist, d. h. daB dieselbe Gruppe an 
4. Stelle die Wirkung gegenüber ihrer Anlagerung an 2. Stelle 
erheblich steigert. 

Freilich kônnte in diesem Falle müglicherweise die Wirkungs- 
steigerung auch noch von sehr geringen Mengen Verunreinigungen 
abhängen, da die Verbindung auferordentlich schwer vüllig rein 
zu erhalten ist. Es haften z. B. sehr leicht geringe Mengen der 
a-Verbindungen an und auch eine andere, nicht näher bisher unter- 
suchte Base kommt in geringen Mengen im Rohpräparat vor. 
Diese letztere Base erwies sich indessen bei der Untersuchung 
zwar gleichartig aber schwächer wirksam als die B-Verbindung, 
sodaB auf Verunreinigungen mit ihr keinesfalls die Wirkungs- 
steigerung beruhen kann, man also schon noch einen andern Kôürper 
als Ursache derselben ansehen müfte. Ein solcher hat sich bisher 
indessen nicht isolieren lassen. 

Diejenigen Verbindungen, bei welchen mehrere Alkyle an den 
Isoxim Ring angelagert sind, zeigten dagegen eine qualitative Ver- 
änderung der Wirkung, welche in einem verstärkten Hervortreten, 
der den Alkylen im Allgemeinen zukommenden Lähmungserschei- 
nungen, sich äuBerte. Am Frosch, für welchen die Lähmung offenbar 
eine weit mehr das Leben gefährdende Schädigung als der Krampf 
ist, zeigt sich dies in der Steigerung der Giftigkeit, in einem 
Herabgehen der GrôBe der tôdtlichen Dosis, wie man dies erkennt 
bei einem Vergleich zwischen Piperidin und Trimethylpiperidin, 
welch letzteres bei reiner Lähmung zu 0,5—0,6 mg. p. g. tüdtet, 
während ersteres erst zu 1 mg. p. g. diesen Effect bedingt; an 
der Maus tritt dieser Unterschied nicht so hervor. 

Noch deutlicher zeigt sich diese Steigerung des Lähmungs- 
effectes bei dem Trimethylcyclohexanonisoxim gegenüber der das 
« und B Methylhexanonisoxims am Frosch, wo diese bei 8 durch 
den Krampf nahezu verdeckte, bei « schon mehr hervortretende 
Läbhmung, bei der Trimethylbase das in Erscheinungtreten der 
Krampfsymptome so gut wie vollständig verhindert. Eine Steige- 
rung der letalen Dosis ist hier allerdings gegenüber 8 nicht weiter 
zu konstatiren. 

Bei der Maus ist bei Trimethylcyclohexanonisoxim ein directes 
Hervortreten von Läbmungssymptomen freilich nicht nachzuweisen, 
aber die Giftigkeit ist eine, gegenüber dem B-Monomethyl-Ver- 
bindung, um das 4fache herabgesetzte, sie geht von 0,075 auf 
0,3 mg. p. g. als dos. let. zurück und kommt so der « Verbindung 
mit 0,4 mg. p. g. wieder nahe. Diese Abschwächung der Wirk- 
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samkeit dürfte aber eben vielleicht als Ausdruck des antago- 
nistischen, die Krampfwirkung vermindernden Lähmungseffectes 
aufzufassen sein. 

In weit prägnanterer Weise als die Methylgruppen läft die 
Anlagerung der Propylgruppe an den Ring die Läbhmung zum 
Ausdruck gelangen. Bei dem Linksmenthonisoxim, dem Tetrahydro- 
carvonisoxim und Thujamenthonisoxim drückt sich dies am Frosch 
in der gesteigerten letalen Wirkung aus, da diese Verbindungen 
mit einer tôdtlichen Dosis von 0,33 mg. p. g.; 0,47 mg. p. g. und 
0,40 mg. p. g. am Frosch von allen untersuchten als die wirk- 
samsten sich erwiesen, ein Vergleich der letzten Verbindung mit 
dem Methylpentanonisoxim, dessen Dosis letalis bei 2,3 mg. p. g. 
liegt, läft dies am deutlichsten erkennen. Beim Frosch finden 
wir bei allen diesen Verbindungen die Isoximkrampfwirkung nur 
angedeutet. Bei der Maus ergaben sich die tôdtlichen Dosen zu 
0,55 mg. p. g. 0,67 mg. p. g. und 0,44; bei ihr fällt das Hervor- 
treten der Lähmung im Wirkungsbilde noch mehr auf, weil gerade 
bei ihr, die für den Krampf disponirt ist, die Lähmung sonst 
leicht von der Erregung verdeckt wird. 

Auch hier scheint die Stellung der Propylgruppe, wie bei den 
Methylhexanonisoximen die des Methyls, von Bedeutung für 
den Grad des Effectes zu sein, da bei dem Menthonisoxim, 
welches das C3H7 an 2. Stelle hat bei der Maus die Krämpfe 
rudimentär noch vorhanden sind und zwar zu Beginn der Ver- 
giftung, also weniger durch die Lähmung verdeckt werden, als 
bei dem Tetrahydrocarvonisoxim, bei dem sie nur im Stadium 
der Erholung nach schwerer Vergiftung schlieflich sich noch an- 
gedeutet finden, während sie bei tôdtlicher Vergiftung ganz fehlen 
in Folge überwiegender Lähmung. 

In durchaus anderer Weïise verändert aber die Propylgruppe 
die Wirkung, wenn sie statt an den Ring, gewissermaBen in den- 
selben eingefügt wird, wie dies bei dem Isofenchonoxim der Fall 
ist. Hier bewirkt sie zusammen mit der CH3:-Gruppe eine Steige- 
rung der Wirksamkeit, die wie die tôdtliche Dosis an der Maus 
mit 0,053 mg. p. g. zeigt, die des B-Methylhexanonisoxims mit 0,075 
mg. p.g. noch übertrifft, und zwar ist es hier die Krampfwirkung, 
welche in noch deutlicherer Weise an Maus und Frosch sich be- 
merkbar macht. Wir werden deshalb vielleicht nicht fehlgehen, 
wenn wir die Krampfwirkung auch bei den Campher-Verbindungen, 
in denen wir die gleiche Gruppe C3 He neben der CO-Gruppe als 
Querkette im Ringe finden, mit dieser Eigenart im molekularen 
Aufbau dieser Ringverbindung in ursachlichen Zusammenhang 
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bringen. Hierfür spricht auch der Umstand, daB das Fenchon, 
welches sich vom Campher nur durch die Stellung der C H3-Gruppe 
unterscheidet, ebenfalls, wenn auch schwächere Krampfwirkung 
an der Maus zeigte. 

Das Bihydrolinksmethonisoxim, bei welchem sich an Stelle der 
Gruppe CO die Gruppe CHOH findet, und das deshalb nicht 
ganz den übrigen Oximen an die Seite gestellt werden kann, von 
welchem es sogar noch nicht entschieden ist, ob man es wirklich 
bei ihm mit einer hydrirten, cyclischen oder nicht etwa mit einer 
durch Ringsprengung entstandenen aliphatischen Verbindung zu 
than bat, läBt am Frosch die Lähmung wie beim Linksmenthon- 
isoxim überwiegen, es ist aber etwa 4—b5 mal weniger giftig, da 
die Dosis letalis bei ihm 1,5 mg. p. g. beträgt; bei der Maus hin- 
gegen fehlt die Lähmung ganz und gehen die Thiere bei annähernd 
gleich grofen Gaben (0,48 mg. p. g) wie beim Linksmenthon- 
isoxim (0,55 mg. p. g.) in den Krämpfen zu Grunde. 

Wenn bei dem Benzoylbihydrolinksmenthonisoxim eine Wirkung 
überhaupt nicht konstatirt werden konnte, so liegt dies nicht blof 
an der Unlôslichkeit in Wasser, denn auch mit Hülfe von Alkohol 
in Lôüsung gebracht, liefen sich keine deutlichen Wirkungen er- 
zielen. Jedenfalls scheint ihm jede Krampfwirkung zu fehlen. 
Auch eine Lähmung der sensiblen Nervenenden, wie sie bei der, 
dem Cocaïn ähnlichen Structur, vielleicht zu erwarten wäre, zeigte 
sich nicht, selbst wenn das Präparat, in Substanz oder in Alkohol 
zu 10% gelôüst, auf die Lippe gebracht wurde. 

Eine interessante Beobachtung machte Herr Dr. Hajashi, 
indem er konstatiren konnte, da den von uns untersuchten Isoximen 
des 7. und 8. Ringes auch eine Wirkung auf die motorischen 
Nervenendapparate zukommt, die sich als eine mehr oder weniger 
hochgradige und anbhaltende, gesteigerte Erschôpfbarkeit dieser 
Apparate zeigte, welche wohl als eine nur quantitativ sich von 
der Curare-Lähmung unterscheidende Veränderung dieser Theiïle 
aufzufassen ist. Bei dem Trimethylpiperidin, wie bereits bekannt, 
aber auch bei dem Trimethylcyclohexanonisoxim zeigte sich dahin- 
gegen die Curarewirkung in typischer Weise. Die Erschôpfbar- 
keit trat besonders deutlich hervor bei dem Suberonisoxim, Tetra- 
hydrocarvonisoxim und Isofenchonoxim. Wir haben somit in dieser 
Erscheinung ein weiteres Wirkungssymptom, das diese Ring-Isoxime 
der Camphergruppe zugehôürig erscheinen läft, bei welcher ja eben- 
falls Curarewirkung vorhanden ist. 

Auch auf die Muskelsubstanz haben, wie Hajashi LOS 
die Ring-Isoxime zweifellos einen Eïinfluf, der sich documentirt 
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in einem verlangsamten Verlauf des Contractions- und Erschlaffungs- 
vorganges und bei dem Thujamenthonisoxim zu Erscheinungen führte, 
welche sehr an die Coffeïnwirkung erinnern. 

Die Retardirung der Contraction und Relaxation tritt besonders 
gut hervor bei dem B-Methylhexanonisoxim und Tetrahydrocar- 
vonisoxim, während es bei der «-Verbindung und dem Linksmen- 
thonisoxim nur schwach ausgebildet ist. Also auch hier bedingt 
offenbar wieder die Stellung des Alkyl's in 2. oder 4. Position 
von N einen Unterschied der Wirksamkeit der Gruppen zu Gunsten 
der letzteren 4. Stellung, wie wir dies schon oben gesehen. 


Auf die Drüsenapparate hatte, abgesehen vom « Methyl- 
hexanonisoxim, das beim Frosch zu wirklichem Schäumen, infolge 
gesteigerter Hautsecretion führte, keine der Verbindungen erheb- 
lichere Wirkung. Etwas vermehrte Hautsecretion konnte an 
Frôschen nach allen Präparaten nachgewiesen werden. 

Die Reflexsphäre zeigte auch hin und wieder eine geringe 
Steigerung, aber nirgends in besonders beachtenswerther Weise. 
Auch am Herzen wurde eine specifische Einwirkung nicht konsta- 
tirt; bei den am Frosch lähmend wirkenden Verbindungen konnte 
man ein allmähliches Abnehmen des Pulses sehen, das aber nie 
von Vaguserregung, vielmehr offenbar von der allgemeinen Lähmung, 
abhing, da es durch Atropin unbeeinflufit blieb. 


Durch einige Versuche waren wir endlich auch in der Lage 
analog dem Schotten’schen Versuch zu zeigen, da dem durch 
Sprengung des Ringes aus dem Hexanonisoxim entstehende Ami- 
dohéxylalkohol eine besondere Wirksamkeit, abgesehen von einer 
an der Maus schwach ausgeprägten, narkotischen Wirkung, welche 
ja den einsäurigen Alkoholen überhaupt zukommt, nicht besitzt. 


Die Beantwortung der Frage, ob nun diese Ringisoxime für 
die Therapie etwa eine Bedeutung gewinnen künnten, da sie doch 
offenbar der Camphergruppe nicht fernstehen, mufte natürlich 
zunächst davon abhängig erscheinen, ob hier wie beim Campher 
neben der Erregung des Krampfcentrums in der Medulla auch 
eine solche des ebenfalls in der Medulla gelegenen Gefäfnerven- 
und Athemcentrums zu Stande komme und ob diese letzteren 
Wirkungen sich getrennt von ersterer hervorrufen lasse und s0 
eine Verwendung im Sinne der Analeptica gestatte. 

Einige mit dem «+ 8 Methylhexanonisoxim am Linksmenthon- 
isoxim und Isofenchonoxim an Kaninchen angestellte Versuche tiber 
ihren Einflu8 auf den Blutdruck, führten nun allerdings zu keinem 
sehr günstigen Ergebnif. 
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Es zeigte sich nämlich, daB allerdings das GefäBnervencentrum 
erregt und so Blutdrucksteigerung durch diese Verbindungen 
bewirkt werden kann, da aber diese Wirkung, wie sich an cura- 
risirten Thieren ergab, gleichzeitig mit der Erregung des Krampf- 
centrums auftritt, soda an eine praktische Verwendung dieser 
Substanzen im Sinne von Collapsmitteln jedenfalls nicht gedacht 
werden kann. 

Ob bei anderen Ringisoximen durch entsprechende Einführung 
von Alkylen die Verhältnisse sich besser gestalten lassen, wäre 
zu untersuchen. 

Jedenfalls aber schädigten diese Verbindungen den Blut- 
druck nicht und das war wichtig, denn die Athmung kornte in 
der That als wesentlich beeinfluft nachgewiesen werden. Eine 
Steigerung der Frequenz und des p. Min. ausgeathmeten Luft- 
volumens traten, auch ohne daf es zum Krampf kam, sehr präg- 
nant hervor und es wäre diese Wirkung eventuell therapeutisch 
nicht ohne Werth in solchen Krankheïtsfällen, wo es sich nur 
darum handeln würde, eine allgemeine ergiebigere Athmung zu 
erzielen. | 

In letzter Zeit haben mich indessen einige Versuche noch auf 
eine ganz unerwartete, eigenartige Wirkung dieser Verbindungen 
geführt, welche in der That practisch eventuell von groBen Inter- 
esse zu werden verspricht, und über die ich mir ausfübrlich zu 
berichten für nächste Zeit vorbehalten môchte. 


Messungen der Electricitätszerstreuung 
in der freien Atmosphäre auf Capri 
Von 
Dr. V. Cuomo. 

Vorgelegt von E. Riecke in der Sitzung vom 26. Juli 1902. 
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v. 204.1|v. 159 
h h d 
28.0. | 1411) 1,56/—|22.3 —h2.5 —| 5.600, 13.6] 9.380] S |1116|4 
1902 v. 198.5/v. 151.5 
h h 
2.2 | 2171-1212 —lo10 —| 002004, | 
v. 194.1|v. 193.3 | 
h h | 
2.0 | 21541220 —12.2 —| 3.650, 
v..197.31Y. 150 
h h À 
AT A 291 2361223 —h21 —| 3.780 143l 94780! SE | 31513 
19 v. 198.5[v. 149.5 
b h 
2.43 2.581212 —l210 —|  0.0200,, 
v. 194.1/v. 193.3 


0 
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H GA = D Eee 
5 |© 2| © 2 wo | À | 
Ë 200(og°-18 7") Ë (ESS SE | # ÉËl 
Datum |Beobachtetl£! V9 | Ps | É ES)SS) ÉS | 2 SE [perru 
rs d Aslmselré Ë S|È 
von | bis | | Eu ES É CI 
bh h 
1.35) 1.50/ APT ae) 2.88), 
|v. 200.9/v. 161.5 
h b 
SL A 156! 2112/2221 —h8.3 —| 315% 148] 98/78] NE | 11 [2/2 
v. 197.7|v. 155.5 


h 
289015 
v. 195.8 


h 
2.17’ 


213 = 
v. 194.5 


0.016° 


April 1902 


; 1:30’ 1 4221 —118.0 — 3.8204 
|» v. 197.7,v. 154.0 
Lu er Due! 1920 —1132 — 8.220), 143) 6.9/570/| SW | 3 1015 
IE v. 197.3/v. 155 
212 227200 —|19.8 — 0.036 
v. 189.0 v. 188 | 
Sebr 
2.JIV. 1902. windig. 
es | 
1.45/| 2.0’ [41921 —13.3 — 3.194 
v. 197.7/v. 155.5 
h h 
M 2.07!) 2.22/—1220 —184 = 3.130 17.8| 6.914607) SE | 23 |115 
| v. 197.3\v. 156 
h h 
2,98!| 2.43/—121.8 —1l21.6 — 0.034 
v. 196.5|v. 195.7 
h h 
1.40/| 1.55/+123.0 —115.2 — 2.650) 
v. 201.3!v. 165 
h h 
or 2.01/| 2.16 —|213 —112.9 — 3.15% 17.21 1041720) S |5.512|3 
v. 194.5:v. 153.5 
h h 
2,29! 2,37--|291 —1220 — 0.010 2, 
| |v.197.7v. 197.3 
h h , 
1.46’! 2.01//+122.0 —1122 — 3.650) 
lv. 150.8/v. 152 
h h 
GUN. oo) 20911 hs | ss, on PS et TRS EE 
1902 
v. 194.1|v. 151.5 
h h 
2.941! 2.48 |01.6 --l213 — 0.034 0}, 
|v. 195.71v. 194.5 


T.JIV. 1902. 


cp 


2 
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al be Ge] CE + 
a 5 lo a © ? Net ENT 
Datum |Beobachtet|S| yo 4 DUTATE bep? S SS8S 3 8 Dos échf AR 
Ce 15 | = EE S 5 ES |'& |» 2|merkungen 
L : d (le 5 
von | bis | te es Ce Z IS À 
LR CT NC MN ET EEE ET TERRE RER are es PEL ER een ER LEE QE CT g, le nn 
h h ! è ! 
1.35 50/1 22.2 —|14.2 —| 2.840), | 
v. 198.1|v. 160 MS) 
LS RAR 
1902 1.56/| 2.11 HT ot 2.950}, 14.8) 6.3/500/! NE 6 |0!4 
Ve 0 |V. 
h h 
2.17/| 2.42//— 120.3 —|200 —|  0.05204, 
v. 190.5|v. 189 
h h | 
20/2102:15//-21929 —|119.1 — 3.749), 
v. 198.1|v. 149,5 
9./LV. AR UARE : 
1902 2.21!| 2.36 dei Tant 3.550/, 13.8) 5.344)! E 6.5!0|\4 
V. .J|V. . 
h h 
2492/2997 1923 —122 0— 0.039 0}, 
v. 198.5|v. 197.3 
DL Re RE Eu; 0 LES AR 2 LA ee. 
h h 
12.0’ |12.15/+122.5 —|16.0 —| 2.200, 
v, 199:3/v2169 
1/IV. or 8690 9 0 58907] SE 
1902 : 12.36/| — ee DIE 2.180}, 14.0 10.689°/,, SE 29 |114 
Ve .O|V. F 
h h | 
12.42/12.57/.—|21.8 —|21.7 —|  0.01704, 
v. 196.5|v. 196.1 CP 
h h 
2.20/| 2.85/|+121.0 —| 9.5 —| 4.740, 
v. 193.3|v. 135.7 
18/1V. | a 2561_la1.9 —hoo —| 47e 15.0) 10.0/78 4) SW |12.5!4 |: 
1902 L z — Kg He ; Jo u .0/78 07, W 11251413 
V: 5 Ê . 
h h 
203 RSA I2122— 2000 0.032}, 
v. 194.1|v. 192.9 
h h | 
1.30/| 1.45/1+121.5 —|125 —| 3.36%, 
v. 195.8/v. 151.5 
h h | 
E- 1.51’! 2.06/—121.8 —|127 —| 3.380, 18.1) 98630) W |15 015 
v. 196.5|v. 152.5 
h h 
2.19! 2.27//—|20.6 —|20.3 —|  0.0520/, | 
v. 191.7|v. 190.5 
h h | | 
2.0’ | 2.15//+122.0 —12.6 —| 3.48%, 
v. 197.3lv. 152 
L h h 
10 2.21! 2.36/1—121.9 —h123 —| 3.580) 17.0! 9.868 4 WSW TE 7 [14 
v. 196.9/v. 150.5 | 
h h 
2243/102.551—12092= 20 0— 0.046°/, 
v. 192.9/v. 191.7 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1902. Heft 6. 2.1 
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TEE e se d eo | 
6) 200 (log V°-log V’) Ë LE £È É Ë Ê|S An 
< = : =: | SEX = + [Alt e 
Datum |Beobachtet 5 y° y’ 15 À 84 S EE e E ë merkunge 
. [NN E Aslms|FE |S 618 
von | bis EX ra ë = A là 
h h ; 
1.35/| 1.50/+122.0 —113.0 — 3.300 
| v. 197.31v. 154 
18/IV. ]| 561 2111 l92.9 bio —| 4270, * livolinalssel sw | 15 |714 
su HA DO ENTO 270/ .2111.4178 0, 
v. 200.9/v. 143.2 
h h 
2.17/| 2.32//— 121.1 —1|20.9 = 0.023 0/, 
v. 193.7|v. 192.9 
h h 
1.40’) 1.55//+122.5 —115.0 —| 2.600, 
v. 199.31v. 164 
19./1V. ] Do! 2177 lo1.2 —li41 | 2620 18.6! 10.264 0, wsw| 14 |o|4 
1902 d .17/:—121.2 —|141 = 6207 À : lo 
| v. 194.1/v. 159.5 
h h 
2 23 2,38/— 120.8 —120.6 — 0.034, 
v. 192.5/v. 191.7 
h h 
1.35/| 1.50/+122.2 —|16.4 — 1.95 0/, 
v. 198.1[v. 171.0 
20.1. ]| 15e o1rllo1.2 —h30 —| 3.090 19.8| 991610, wsw|l 11113 
1902 DR ee he 09°) -8| 9.961°/ 
v. 194.1|v. 154 
h h 
2.18’) 2.33—120.4 —|20.3 —| 0.034 
v. 190.9/v. 190.5 
h h 
1.30’) 1.45//+122.5 —115.0 —| 2.600), 
v. 199.3|v. 164 
21/1V. ] srl 20612 —i31 =| 3050 1781119780] W l16 2 
nee | D LIST GT = 05) 8! 11. VA 1 3 
v. 194.1}v. 154.5 | 
h h 
2.19 2.97/|__21.0 —|208 — 0.022 0}, 
v. 193.3\v. 192.5 
h h 
1.37 1.52 +121.0 —112.2 — 3.400, 
v. 193.51v. 150 
22./1V. F / Le Es. E 2 ra 0 o r 
À 1.58! 213/—121,0 =\11.8 — 8.58 0/ 17.0] 10.5/73 0, SW | 19 613 
1902 M) 0 é 
v. 193.3lv. 148 
h h 
2.19 2.341195 —119.2 —|  0.05404, 
v. 186.51v. 185 
h | h 
1.15’) 1.30/1+122.6 —|116.2 — 2.140, 
v. 199.7/v. 170 
24./IV. : / RS oc Q LR [9 0 
1 1.37, 1.521225 —|16.0 — 2.90 0/ 14.0/10.1/70 07) SW | 14 [9/2 
1902 0 
v. 199.3v. 169 
h h 
1.58 2.131_l01.6 --l214 — 0.032 0}, 
v. 195.71v. 194.9 
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Les! D = do |els 
a E [g£lof) ,w | sl 
Datum |Beobachtet à y° F4 COQ Fe BEEN Ë CE: FE ÉE Ê LE $ An- 
È 15 Es 28 CE ESS e |? 2 merkungen 
von | bis ea F3 à = AA 
h h 
1.30/| 1.45//+122.1 —| 9.8 — 4.88 0}, 
: v. 197.7|v. 136.9 
h 
20 À] 1.521 2.07—l1.0 —| 90 —| 4910 17.2) 94640) SE | 28 1812 
v. 193.3|v. 133.8 
h h 
2.18! 2.281201 —|19.8 —|  0.053°/, | 
v. 189.5|v. 188 
h h 
112.33/12.48//+ 122.1 —h6.1 —| 2.040, 
ANIME: 197.7|v. 169.5 | ue 
So 4112.55 110/—123.0 —/16.7 —| 2060, 17.4 10.2/6680/,| SE | 14 |114| vor der 
v. 201.3|v. 172.5 ne 
h h rotte. 
1.17 132/_|93.0 —l229 —| 00240, 
v. 201.3|v. 197.3 
1 h h 
1.40’! 1.55'|+122.0 —113.9 — 2.95 0/, 
v. 197.3|v. 158.5 
BANC, w. 
1902 2.02’! 2.17/|—121.9 —110.7 — 4.479), 16.8] 9.977027] S$S 8 1812 
v. 196.9|v. 141.2 
h h 
2.23 2.882921 —|21.9 —| 00220, 
v. 197.7|v. 196.9 
h h | 
1.25/| 1.40/+123.1 —l142 —| 3.080, 
v. 201.7|v. 160 
h b 
354 +] 1471 2021012 —128 —| 3.400, 19.5! 9.7570,) W | 9114 
v. 194.1/v. 150.5 
h h 
2.09! 2.241209 —|20.7 —|  0.0280), 
v. 192.9/v. 192.1 
Mai 1902. 
Starker 
1./V. 1901. 2./V. 1902. Wind 
Regen. 
h h 
1.0’ | 1.15//+123.0 —116.5 — 2.14°/, 
v20131V. 1715 
h h 
ais 1.21/| 1.36/|—|23.0 a CE —| 206%, 1641041700) W | 51312 
v. 201.3|v. 172.5 
h h 
1.42/| 1.57/|—122.6 —122.4 — 0.022 0}, 
v.199.71v..198:9 


24% 


22% 
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= 

a É 2.4 

È 200(log V°-log') & |5.2 

Datum | Beobachtet el y° 4 Sam ME ë 
N a LS 

von | bis CAE 


v. 197.3/v. 144.4 


h h 
1.86/| 1.560/|+122.0 —111.2 — 4.160}, 
4/V ARR + 
1902 1.66/| 2.11//—121.0 —110.7 — 4.280/, 16.1! 10.3 
v. 198.3/v. 141.2 
h h 
2.17/| 2.82/1- 120.5 —120.8 — 0.036 0}, 
v. 191.3/v. 190.5 
h h 
1.86/| 1.51/1+1240 —1142 — 
v. 205.3|v. 160 
1902 1.67/| 2.12/—1941 —116.0 — 2.647, 17.3) 11.1 
v. 205.8|v. 169 
h h 
9.18/| 2.88//—122.0 —=121.9 — 0.011°/, 


v. 197,8|v. 192.9 


h h 
2.0’ | 2.15+ 


v. 201.8|v. 161.5 


6./V. à ’ 2 ' Et + A 0 
1902 2.67/| 2:86/|—121.5 —]I11:0 — 4.130, 
a v. 195.3|v. 143.2 - 

h h 
2145109 08/1210 —=918— 0.016 °/, 


v. 195.3/v. 194.3 


h h 
1.25'| 1.40//+128.5 —115.8 — 


2.750), 
v. 203.3\v. 165.5 
TIM à ! : ! 9 —— = 0 
1902 1.46/| 2.01/|—128.2 —115.2 — 2.69 0/, 17.6] 8.4 
“ v. 202.1/v. 165.0 
h b 
2.08'| 2.28/|—123.0 —122.8 — 0.028°/, 


23.0 —|14.5 2.940, 
v. 202.1|v. x 


76%, W |145/1|3 


76% S |27/|1 | 


15.8| 9.5/710/,) NW | 88/1412 


5604] S | 4 |514 


…_ © = 

05, ,w | als 
5.20 FE s A An- 
SA|ÉS |< à |merkange 
SSI |.4 ÈS 

© = A 

en A 


8.—9./V. 1902. vindig 
a ———— ————— —————————————_————————————_——_—_——— "|" "TE 
h h 
2.0’ | 2.15//+121.5 =| 9.5 — 4.96 °/, 
v. 195.3|v. 135.7 
10./V. J! dou 9 8el_lo1 0 L 16 < 
1902 2.21/| 2,86//—121.0 —|10.0 — 4.550}, 4] 7.155°/] WSW | 29 1513 
v. 193.8|v. 137.7 
h h 
2.42’! 2.67/|— 121.2 —|21.0 — 0.020 °/, 
v. 194.1/v. 198.3 
b h 
1.45'| 2.0’ |+ 128.5 —'13.6 — 3.450}, 
v. 203.8:v. 157 
11./V. REA UP * x ‘ à 
1902 2.06'! 2.21//— 22.4 —112.4 — 8.68°/, 14.5) 5.8147 °),| WSW | 14 [215 
| v. 198.9/v. 151 
h Te 
2,98". 2.481 1290 -—|21.8 — 0.028 4, 
| | |v. 197.8)v. 196.3 


2 2 
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c- = © 2 
: E le8los| .w|# 2 
g log Ve-logV')) À [EE 00 à 5 | S|  An- 
Datum | Beobachtet | . OUCE Elo PASSE TES CE: bo 
rte LA y 15 A ÊS LE 3 Ë merkungen 
von | bis ef OS PR Es À 
ND 
| 2.02/| 2.17'/+122.1 =1115 = 4.01 °0/, 
. < v. 197.7|v. 146.2 
| UV. 2.23/| 2.88'—122.0 —1101 = 4.760/ 14.6! 9.417407] WSW | 22 13 |4 
. 1902 
À v. 197.3|v. 138.1 
à 
2.44! 2.59/|—120.9 —1206 = 0.046 °/, 
v. 192.9/v. 191.7 
RE 
2.10’! 2.25/|+1240 —=117.0 — 2.220J, 
. v. 205.3/|v. 174 
| BV H'osrl 246181 —hi51 =| 271% 15.6| 8.3l620,,| wsw| 10 [614 
} 1902 
4 : v. 201.7|v. 164.5 
2.52/| 3.07'|—121.0 —120.7 — 0.040 °/, 


| 


v. 193.3|v. 192.1 


h 
2.20//+123.4 =116.0 — 
v. 202.9|v. 169 


—|22.2 —1141 = 2.88°/ ; 8.016407, W 71713 


—|22.0 —|218 — 0.028 °/, 


v. 198.1/\v. 159.5 
v. 197.3/v. 196.5 | | 


b h 
1.20/| 1.35//+128.5 =|17.1 — 2.05 °, 
v. 203.3|v. 174.5 
LÉ MR : | 
: 1902 1.42! 1.57//—123.6 —|117.2 — 2.04, 15.8| 8.261 0, WSW | 13.5] 1 | 2 
; v. 203.7/v. 175 l'a 
2.05/| 2.20/|—122.4 —122.1 = 0.045 0), 
v. 198.9/v. 197.7 
h h 
2.05/| 2.20/|+122.2 —|13.8 — 3.0°/, 
v. 198.1|v. 158 
PLV. ner , o 9 
L 1902 2.26/| 2.41 FE Le = 8.130, 16.2| 8.863 °LIWNW | 26 |812 
Y. .3[V. 150 
h h 
2.48/| 3.03/|—122.1 —|21.9 — 0.0220/, 
v. 197.7|v. 196.9 
b h 
1.35/| 1.50//+122.2 —|13.9 — 2.300 
v. 198.1/v. 158.5 
er. |, 0 01] SSW 2 
LM 1.56/| 2.11 mit Tic 2.540, 17.8! 10.7/71 0/,) SSW |17.6/1|2 
| v. 197.3/v. 
h h 
2.17| 2.321200 —119.9 — 0.018 °/, 
v. 189 |v. 188.5 


RS 
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ASIE à |#S 
© Co] 20 
É 2oo(log Pe-log 7) $ ÉSES SE | [ES] an 
Datum | Beobachtet = 170 tr DOTE NN 84 SE à È © | |merkungen 
NS S RSMS TEE |8IE 
von | bis | 2 OU A PNR a 
Heft 
19.—20./V. 1902. | ne 
h h 
1.32| 14741244 —\145 —| 3.330, 
v. 207.3 v. 161.5 
h h 
A 1.53/| 2.08/|—:23.1 Le = 8.55%, 15.6| 7.656°/] WNW | 11 |412 
ri v. 201.7/v. 154.5 | 
h h 
2.161 2.31/—1|21.0 —|20.8 —| 0.022, 
v. 193.3\v. 192.5 | 
h h 
2.0 | 2.151 23.0 —13.1 —| 3.530, 
v. 201.8|v. 154.5 
h h 
PV. Jo) 2370020 —li34 —| 3350 12.6! 7.670, WNw| 11 913 
: | v. 200.9|v. 156 | 
h h 
(1 2.42! 2571—1\23.0 —1l22.7 —|  0.0440,, 
v. 201.3|v. 200.1 
h h 
1.17) 1.32/+193.2 —l13.4 —| 3.440, 
| iv. 202.1/|v. 156 
b h 
1992 188) 168/—22,5 11,8 —| 4240, 15.6! 7.1154%,| S |125/11|5 
v. 199.3:v. 145 
} h 
1.59 2.14—|21.3 —l210 —|  0.0290, 
v.194:5;v. 1933 
h h 
1.45/| 2.07 |+ 25.5 —152 —|] 2,790, 
v. 203.3\v. 165 
h b | 
PU 2o7l22 20 — 148 —|)) 278, 16.86.8470] NE | 10 [214 
Ro 1v. 197.3:v. 160.5 
h h 
2.28! 2.431219 —91.7 —|  0.0840, 
v. 196.9/v. 196.1! 
h ni | 
2.101 2.25/.+102.3 —l13.0 —\  3.3804 
| v. 198.5|v. 154 
| } h 
pu 2.39! 247215 —l12.2 —| 3.490 16.2) 79/5804! W |161613 
1902 | v. 195.8\v. 150 
h h 
2.58| 8.08/—123.4 —l23.1 —!  0.0440,, 
v. 202.9/v. 201.7. 
he CE | 
1.20’, 1.351+124.7 —"180 —| 2030, 
| v. 208.8 v. 179 
€ h h 
PTIVe a aan 1,561 la3,7 nr 2.180}, 20.6! 10.256 07] SW | 951313 
ee | v. 204.1|v. 173.5: 


h h 
2.11] 2,261 -21.9 =—=|21.7 —; 0.034 °/ | | | 


iv. 106.0, 195.7, 
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=] E FE ° È b0 “ cle 
Datum Becbachtetl£l vo | pr (O0ogvelv) Ê EE S SE | ÉS) A 
5 £ & m | 
atum fie à K 15 ë [ÈS 33 ES | © 2 |merkungen 
S l'E le 
von | bis À en 8 D A Cm à > 1 
h h | 
118! 1.33+123.6 —l16.2 —| 2430, 
v. 203.7|v. 170 
h h 2 
Te À 1.801 1.54/—l23.2 —h6.5 —| 2154, 20.8| 12.116747] SW | 10 1214 
v. 202.1|v. 171.5 
b h 
2.01! 3.16/—122.2 —|220 —|  0.02204, 
v. 198.1|v. 197.3 
h h 
1.85’! 1.501+122.7 —l11.0 —| 4470), 
v. 200.1 |v. 143.2 
h h 
AY. 2156! 211220 —| 9.5 —| 499% 20.6| 75434) E 
v. 197.3|v. 135.7 
h h 
2.17! 2.32! |21.3 —\21.0 —|  0.0290), 
v. 194.5/v. 193.7 
h h | 
1.10! 1.25/+122.5 —l12.8 —| 3.520), 
v. 199.3/v. 153 
h h 
DT. 41821 14719 —h20 —| 372% 23.9] 79850! SE | 28 |414 
v. 196.9/v. 149.0 
h h 
1.54! 2.09/—122.0 —|21.8 —|  0.028°4 
|. 197.3|v. 196.5 
Keine 
81./V. 1902. Rte 


Juni 1902. 
h#|t | | | 
1.16/| 1.31/+1240 =| 9.0 — 5.70 °/, 
v. 205.5|v. 133.5 
1./VI. Are ss _ 5 190; v My lE 
0 1.37/| 1.52//— 122.0 —| 89 — 5.190 24.4] 6.5/280/| S 1225 115 
v. 197.3/v. 133.5 
h h 
1.59/| 2.14/|—|923.0 —122.7 — 0.044/, 
v. 201.3/v. 200. | | | 
h h | 
1.35/| 1.50//+1220 —| 8.2 — 5.56) 
v. 197.3/v. 130 
b L 
7 1.56’ 2117 — —| 7.8 — 5.88 0J, 25.3| 6.527, SE 1325/1115 
4 v. 196.1/v. 126 | | 
2 "8" 2.33 _l21,2 —l209 = 0.032 0/, 
v. 194.1|v. 192.9] | 
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E lo 8l 0 8 & |w3 
: © &p 
£ , Pootosre-1ogvr) & SES] £E 8 ÏÉ]) an 
Datum | Beobachtet 8 4 y! SO UT aN = E £ s £ É Ë È E & |merkungen 
K: ACTE E |: lol 
von | bis CA pe nl = AlA 
Pr a | | 
2.05/| 2.20/+121.0 —|10.8 =| 4.16%, 
v. 193.3v. 141.8 
h h 
HAL À 2971 242118 —h20 —| 368% s |aslel2 
v. 196 5|v. 149 
h h 
2.48'| 3.03/|—122.0 =|21.8 —| 0.028, | 
M [v. 197.3|v. 196.5| | | 


b h 
12 1.40//+/22.2 —|10.0 = 484, 


v. 198.1/|v. rl 
h h 
1.47 2.02/--lo1.0 —loo —| 45504 
1902 Âv. 193.3|v. 137.7 
b h 
2.08/| 2.23 |01.9 217 —| 003404, 
v. 196.9|v. 197.1 


h 
1.45’ shse =|11.8 — 


| 
| 


v. 198.1|v. 148 
5./VI b h : 
1902 4 1-52! 2.07—|21.6 —|120 = 3.62 °/, 22.1|12.6/63 0] SW | 51213 
v. 195.7|v. 149 
h bh 
2.13! 2.28//—|20.1 —119.9 —|  0.035°), | 


| v. 189 5|v. 188.5 


| 
| 


+lo27 —=|13.8 — 


v. 200.1|v. 158 
CHR el AN EU ma) » Gé ° ° 
1902 41 2-04! 219/—121.1 =|115 = 2.76% 20.5| 13.2/75 °/,| SW | 15 1213 
v. 193.7|v. 146.2 
h h 
2 25/| 2.40/|—|22.8 —122.6 —! 0.027, 
v. 200.5|v. 199.7] 
Ce ER LL. à I RS PR SERRES RS 
h h | 
12.55/| 1.30/|+122.5 —\13.0 — 3.840, 
v. 199.3|v. 150 
7./V1. ere Æ ° 
1.16/| 1.31/|—|230 —1122 —|  3.9804, 21.0] 13.5/73 °L] WNW | 22.5] 1 | 4 
1902 
v. 201.3/[v. 150 
h h 
1.87/| 1.52/- 1222 —|220 —|  0.0220/, 


v. 198.1|v. 197.3 
ENS PS DL PATES PS PE PE LR D EU ER CRE on at le titan DR ARE @ù A ee 


Keine 
3,—9.—10.—11./VI. 1902. : Messungen 
wegen Ab- 
wesenheit, 
h bh 
1.27| 14241230 —|10.0 —| 5.060, 
v. 201.3lv. 137.7 
LVL ay 202122 | 87 5.30 ° ° 
ras .021—122.2 =| 8.7 = 3004, 19.8] 10 (5807! WNW! 15 [514 
v. 198.1|v. 132.9 
h h 
2.08 2.23/|—122.4 —22.1 —| 004504, 


v. 198.9/|v. 197.7 
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LS + 
a 5 2 4 2 4 F=| 
© 0_ nl 8 |5'#|.% "20 # ca; 

Datum |Beobachtet # yo y! 200(10g V°-log 7”) 5 £'é CE: a È FE 
E 15 RECIRE “RE 

von | bis © 4313 ë AE 
| (a El A |A 


h h 
2.02 2.17/4+1210 —|10.0 —| 4.550, 


v. 193.3|v. 137.7 
DANIEL. 
1902 41 2-23! 2.38//—1212 —\113 =| 3.90%, 20.4| 9.654, SW | 51115 
< : v. 194.1|v. 145 
2.45/| 3.0’ |—120.9 —|20.6 —| 0.046, 
v. 192.9/v. 191.7 
h h 
1.17/| 1.32/|-+122.9 —112.0 — 3.487, 
v. 200.9/|v. 149 
HR PVIS RAP 
1.38/| 1.53/|—122.4 —110.7 — 4.59 °/ 20.4! 14.518127) W ]112.5,6]|3 
1902 0 9 
: < v. 198.9/v. 141.2 
2.0’ | 2.15/|—121.2 —121.0 — 0.026 JA 


v. 194.1/v. 193.3 


h b 


1.31/| 1.46/|+123.0 —112.6 — 3.74 Ps 
. [v. 201.3/v. 152 
15./VI. naine n° E - ° 
1902 1.52| 2.07//—122.9 —1120 — 3.96 °/, 20.0! 9.7155 °L,|WSW | 6.513 |4 
v. 200.9/|v. 149 
h h 
2.13/| 2.28/|— 1245 —124.1 — 0.053 A 


v. 207.8|v. 205.8 


NE lo A? 4e 2 ; Ag 
1902 4] 147 202—1225 —120 —| 3.88% 18.2] 9 |58°%| WSW| 10 |115 
v. 199.3|v. 149 
h b 
208122911220 =|218 = 0.028 °/, 


v. 197.8|v. 196.5 


b h 
1.17/| 1.33//+122.0 —| 9.8 — 4.830), 
v. 197.3|v. 137.3 
NE aus. ; 4 
1902 1.39/| 1.54|—121.9 —| 9.5 — 4.97% 19.2] 11 (66%,|, W | 6.211]4 
v. 196.9/v. 135.7 
h h 
2.0’ | 2.15|—122.1 —|21.9 — 0.022 °/, 
v. 197.7|v. 196.9 
h h 
1.12’| 1.27/1+122.3 —111.6 — 4.004, 
v. 198.5|v. 146.8 
TAILLE Cal 3 . e 
1902 1.33/| 1.48/1—122.0 —|10.0 — 4.80 °4, 18.4] 9.862) W 4714 
. v. 197.8/v. 137.7 
h h 
1.55/| 2.10/|— 122.9 —1225 — 0.042 %, 
v. 200.9/v. 199.3 
h h 
1.25/| 1.40//+123.0 —|109 — 4.62% 
| v. 201.3|v. 142.6 ; 
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B lo 8 0 8 8 |wla 
a $ ECRIRE rs 
5 |, Potro) $ ÉSÉS 25) ÉÉS] an 
Datum | Beobachtet D L'4 L4 15 = E £ & 3|£E | e & |merkungen 
N 5 Ce sr. À PL | Fe 
von | bis SRE S| TEE 
-h h 
2.20/| 2.35/1+122.3 —| 5.3 —| 9.09%, 
4 k v. 198.5|v. 101 Messung 
ME 241! 2.561120. =| 52 —| 919, 17.6 in der 24 
r. 199.3|v. 100 aktiten- 
h h | grotte. 
3.02’| 3.17//—|22.0 —|21.6 —|  0.062°/, 
v. 197.3/v. 195.7 
h h 
1.02 1.17/+123.0 —|12.9 —| 3.619 
v. 201.3|v. 153.5 
à h h 
“AU 1.23) 1.38//—122.2 —111.0 — 4349, 19.2| 11.6170 94, 5 27 1115 
v. 198.1|v. 143.2 
h h 
1.44’! 1.59/|—192.5 —122.9 — 0.044 4, 
v. 199.3/v. 198.1 
21./VL. 1902. . as 
h h | 
1.10! 1.25/+1230 —120 —| 401% 
v. 201.3|v. 149.0 
h h \ 
2 À] 1821 147/—220 —h10 —| 4290, 21.7/12.8/670),) SW |17.5/1|4 
v. 197.3|v. 143.2 | 
h h 
1.53/| 2.08/|—1292 —1|22.0 —|  0.022°,, 
Y. 198.1}v. 197.3 
h h LE 
1.20/| 1351+1220 —112.1 —| ‘3.700, 
v. 197.3\v. 149 
h h 
23.[VT. 1.41/| 1.56/|—122.2 —1\13.8 — 3.002} 23.6| 11.6/540/, SW 10 |1|14 
1902 0 0° 
Ÿ. 198.1|v. 158.0 
h h 
11 2.03/| 2.18/|—199.92 —122.0 — 0.022 0/, 
v. 198.1|v. 197.3] 
h NW 4 
1.19 1.341+122.9 =1140 —| 3.090, 
à v. 200.9/|v. 159 
h 
<H 1.40/| 1.55/|—122.0 —113.2 —| 3.450, 22.8] 12.716209] W | 111213 
v. 200.9/v. 155 
h h 
2.01/| 2.16/|—122.7 —192.5 — 0.022 9/, 
y. 200.1|v. 199.3 
h h 
1.25/| 1.40//+120.1 —| 7.1 —| 6.002, 
v. 189.5\v. 119 
or h b 
26.1VL. 1 146) 2.011—l200 =] 7.6 —| 6.28%, 22.7| 11.756 07) SW | 10 [015 
1902 0° 
v. 189 |v. 124 
h h 
2.07! 2.22/1—190.0 :=119.5 | 0.250, 
v. 139 ;v. 186.5 


a —————————— ——————————————"——————————— "|!" | 
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5 8,3 9 [mA 
| S £ [2404 2 | [a 
2 200 (log Vo-log Pr) $ [5% 2 6 À 5 | #8 [ES 
fiDètum |Beobachtet|S| yo | pr GE V-logp) Ê ES SE | $ |£lS) An. 
ë 15 5 2% QUES. ES ER 8 merkungen 
=] Q = Le] | 
von | bis E [RIT E = AA 
h h 
1.10/| 1.25/1+122.8 —|13.0 —| 3.510, 
v. 200.5|v. 154 
| 
AE À 1891 1471-2530 —h30 —| 3.57, 24.814.261) N | 71|114 
v. 201.3/v. 154 
h b 
1.53! 2.08/|—122.7 —225 —|  0.0220, 
v. 200.1/v. 199.5 
h h 
1.35! 1.50/+123.0 —|145 —| 2.946, 
v. 201.3/v. 161.5 
M © h b 
où °Ns 1.56’! 2.11//—|23.0 —150 =| 2730, 28.8] 10.749 0) N | 5.512|4 
| v. 201.3|v. 164 
h h 
| 2.17| 2.32/—\22.1 —|219 —|  0.0560,, 
| v. 197.7|v. 196.9 
| h h 
1.30/| 1.45/+1244 —h16.2 —| 2640, 
| v. 207.3|v. 170 
h h 
ÿ 2 A 1511 206135 =h68 | 216% 23.810.548) N | G|213 
v. 203.3|v. 173 
| h h 
| 219! 2.97 |24.0 —|23.7 —| 0.038 0), 
| v. 204.3|v. 204.1 
À h h | 
| 1.27 1424/9241 —l140 —| 345% 
| v. 205.8|v. 159 
NT. | lo + UN en Ra ; 0: |\vew 
Dos {| 148 2.051—230 30 —| 357% 95.8] 10.9/44 0, | WSW | 10 |115 
| v. 201.3/v. 154 
1 h h 
| 2.09! 2.24//—|23 0 —|22.9 —| 0.031, 
| v. 201.3|v. 200.9 
] ER 
1.23/| 1.38//+122.0 —| 9.7 —| 4910, 
v. 197.3/v. 136.5 
fn 30./VI. Pr —… _ 0 95 CN 2 [115 
os 14/20/20 =h114—| 0 4040, 25.8] 10.848 0, 12 |115 
v. 197.8|v. 145.6 
h h 
2.06/| 2.21//—121.0 —|20.6 —| 0.034, 
v. 193.3v. 192.5 
Juli 1902. 
h h | 
1.0 | 115+122.5 —|l140 —| 3.010), 
v. 199.8/v. 159 
h l : 
5 121! 1361-2238 =l143 —| 2960, 25.2] 11.6490,| SW 12511 | 4 
LE v. 198.5|v. 160.5 
\ h h 
1] 1.43! 1.581—122.0 —|21.8 —| 0028, 


v. 197.3|v. 196.5 


La = 
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E S| % 2 [ww 
* L4|2,N ec a |S 
Dai pm | v PNep Len) Ê ÉSSS 5 LES] an 
er 15 HRERIIE E £ 2 |merkungen 
3 |RS rte 
ne. E BR 


h 
1.68/+128.5 —118.0 — 


8.71% 
v. 203.3/v. 154 
2./VIL a 14 3.56 ° 26.4| 10.240 | SSW | 15 |115 
1902 14/1—122.2 =1125 — 56 % “| 10. 0 
v. 198.1!v. 151.5 
h 
2.86/—|245 =|2438 — 


v. 207.8|v. 206.2 


h h 
1.27!| 1.42, 


v. 197.3 


+122.0 —114.0 — 


v. 159 


0.021 %, | | 


2.88 %, 


© h h 
EU 7 149! 204220 —h12.5 =| 3.52% 25.0! 15 |634,| sSw | 11 1113 
L v. 197.3/v. 151.5 
h h 
2.11/| 2.26'|—121.0 —120.8 — 0.022 0}, 
v. 193.3/v. 192.5 
h h 
1.35’! 1.50'|128.0 —116.0 — 2.88%, 
v. 201.8|v. 169 
ap) nn À $ ; 
1902 41 1:56’! 2.11/1—122.5 —1149 —| 264%, 24.8] 7.51330J| N 5 [213 
< v. 199.3/v. 163.5 
h h 
2.18/| 2.83/1—123.0 —122.8 —| 0.028 0, 
v. 201.3|v. 200.5 
h h 
1.80/| 1.45/1+122.0 —112.5 —| 3.520, 
v. 197.8|v. 151 
5./VIL. r ? Ç 111999 00° 25.6| 14.057 °/ W 10 |2|4 
1902 1.51 2.06 — 44.4 = 13.8 = 3: x 29, À [0 
v. 197.8|v. 158 
h h 
219/192971--1230 19392 — 0.049 0), 
v. 203.8|v. 202.1 
bh h 
1.27! 1.42/4+122.0 —|120 —| 3.740), 
. 197.8/v. 149 
G./VIL. FRE Se : n 0 
1002 {| 1:48! 2.03,/—|22.6 —|12.7 —| 3.59, 24.8] 10.5146 %,| WSW | 10 |0|5 
v. 199.7/v. 152.5 
h h 
2.09'| 2.14//— 122.1 —121.8 — 0.038 2}, 
v. 197.7|v. 196.5 
h h | 
1.25/| 1.40/+122.9 —|15.0 —| 2680, 
v. 200.9/v. 164 
7.JVII. PIE Nec jrs à à 1 
1902 41 147! 2.02/—|22.6 —|15.4 =] 2.46), 26.2! 11.9/47 | WSW | 12 |113 
us v. 199.7|v. 166 
h h 
2.08! 2.23/|— 192.4 =129.1 —| 0.045, 
v. 198.9/v. 197.7 


mm 
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CRE de & 1m 
5 200(1ogP-1ogvr) © ESES SE | X | 2 
Datum |Beobachtet|S| V° pr [EE 7 5 S|8s) ÉE | € le] An 
È 15 E HE cE ze | à |$|2|merkungen 
von | bis En nr ee MD = 
h h 
1.20! 1.35/+122.8 —\15.4 —| 2519, 
| | 2005166 
SU À 1424 1.57—25.2 —h170 —| 198% 27.2,11.643 | SW | 41113 
v. 202.1|v. 174 
h h 
2.05/| 2.207 —|21.0 —120.8 —|  0.0220, 
v. 193.31v. 192 5 
h h 
10 |115/+123.1 =h6.0 —| 235%, 
v. 201.7|v. 169 
h h 
MN 192! 1373.83 =h5.6 =| 257% 27.9) 90/83, sw | 6 |114 
v. 202.5|v. 167 
h h 
1.43! 1.58/—122.8 —|226 —| 0.0279, 
v. 200.5|v. 199.7 
bh b 
146! 201/+/225 —h50 —| 260% 
v. 199.3|v. 164.0 
bh h 
LOL Al 207! 2221-1288 —h55 =| 2759, 26.8] 18.169, WSW| 6.5/0 |4 
v. 204.5/v. 166.5 
h h 
2.28/| 243-1228 —l226 —|  0.027°, 
v. 200.5/v. 199.7 
bh h 
1.38! 1.531224 —l13.0 —| 3.410, 
v. 198.9|v. 154 
h h 
NE 21591 2.14/—220 =h08 —| 441% 27.3| 17.3/64 0,1 SSW | 12.5! 6 | 4 
v. 197 3/v. 141.8 
h bh 
2.21| 2.36/—|22.4 —l222 —| 0.033, 
v. 198.9/v. 198.1 
: Sehr 
12.[VII. 1902. St 
b h 
1.33! 14841229 —\i20 —| 3.960, 
v. 200.9|v. 149 
h h 
NL 155) 2101228 —hN30 —| 351% 26.4 1011400, WswW! 7 115 
2 v. 200.5|v. 154 
h h 
2.17! 2.32/—|21.2 —|21.0 —| 0.020 °, 
v. 194.1/v. 193.3 
h h 
115) 1.301+122.4 —|10.7 —| 4.590, 
v. 198.9/v. 141.2 
h h 
hs 136 1.51/—\23.0 —h120 —| 401% 26.8/11.8145%,1 w [101115 
v. 201.3|v. 151 


h h 
1.58/| 2.13//— 123.0 —122.9 — 0.024 
v. 201.5|v. 200.9 


342 Dr. V. Cuomo, 
= 5 £A _ 
a 2 ei su . 2 à AE 
() 0 1 0! rs É © 
= 200 (log V°-logV’)) à LE.) 5x 5 | S |LK An- 
Datum Beobachtet à 170 12 5 (UE ONE Ÿ & ÉEIEE Ê A 8 F2 à merkung 
Raid © 43% fe MS, 
von | bis | E= Es nue = MmlA 
h h 
1.27/| 1.42//+1920 —\140 —| 2.880, 
v. 191.38/v. 159 e 
DENTELLE, E o o 
1902 149190101224 = M4 01— 2.90 °/, 26.5] 13.11509,| W 15 [015 
| v. 197.7|v. 159 
h h 
210118220542 1228— 00 12— 0.028 2}, 
v. 198.5/|v. 197.7 
h h 
1.55/1M10501/-2122-3—= 105 4.06 °/, 
v. 198.5|v. 146.2 
lé VIA) LE, : 14 ë 
1h02 41 1-57] 212/—|21.9 =1104 —|, 460% 26.1/11.11440/,| NW | 551115 
v. 196.9/v. 139.3 
h h 
2.18 2.33/1—|21.0 —120.9 —|  0.011°% 
v. 193.8\v. 192.9 
h h 
1.12 1.27+123.0 —|116.0 —| 2.330, 
y. 201.3 v. 169 
17, VIT. L 1 5 1 ‘ rs 0! 0! 
1902 159114812192 \1500— 2.640, 26.4] 18.2170 °}, S] 19 1415 
v. 200.1\v. 164 
h h 
1.55/| 2.10//—|22.8 —|227 —|  0.016% 
y. 200.5|v. 200.1 
h h 
1.23/| 1.88/1+123.8 —115.0 —| 2.950) 
v. 204.5|v. 164 
8 [VI ] uw 159133 —lius —| 2800 26.1) 17.971 0, NW | 61313 
1902 : ; 28. 8 8904, 26. ; 14 
v. 202.5|v. 163 : 
h h 
1] 2.06/| 2.21//—|23.0 —|22.8 =] . 0.028 %, 
v. 201.3|v. 200.5 
h h 
1.40! 1.55/+123.3 —115.0 —| 2.810, 
v. 202.5|v. 164 
Nr ee ba ce È 
1902 D'OLISIGIE= SE NO 2.95 0%, 25.6| 14.057 %!WSW! 6 |1]14 
v. 204.5|v. 164 
h h 
200109 574=030 1298 0.028 0}, 
v. 201.83|v. 200.5 
h h 
1.30/| 1.45/,+122.8 —)13.3 =| 3.389, 
v. 200.5 v. 155.5 
TSI ES AR UE 2 È ; : ; 
1902 41 1-52 2.07—125.2 — 15.4 =] 2610, 25.8) 10.8/44%/,| SSE | 12 [115 
v. 202.1|v. 166 
h h 
2.14] 2.29/—199.0 —|22.8 —|  0.028°,, 
v. 201.3.v. 200,5 
SE PS RE RE ARS RO 2 12 OS ETC SO ECS HE es 
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oo 


NE Em. CRT 
\8 | PE vo] sie “CS OT VERS 
= 200 (log Vt-logV')' £ SE LE = ET : 
Dai m |Beobachtet = | py° LADA Cog Le PSC 2 0 Se D Um An 
+ LE 1: 
la 15 © LT Oo, D 'OUE ©. |merkungen 
sde | BF le Sr 0e ONCE 
von | bis | es D LS EST 
CARS LE DR RO ER SRE 7 dé énen L 
h h | | Ta 
1.20' 1354 22.8 —=113.9 =] 8.189, | | | ; 
v. 200.5:v. 158.5 | 
bh f \ 1 a 
Ir. 1.41/| 1.56, — 29.9 Le Di] 5.302 96.4 OS C ER TNVN VERS EEE 
1. | 200.9 v. 156.2 : | 
| Y .9:v. 156.5 | 
2.03’ 2.15" — 192,5 hs —| 0.028 © | 
tv. 199.8!v. 198.5! ! 
1 
b | | i 
1.10} 12541282 —/15.1 =] 273v, a 
v. 202.1!v. 164.5 | 4: 
La h h | e- z ME | 
L 1.32'| 1.47’: —122.9 Ca À — 3.052, 126.2: 16.465, WNW) 8,314 
A v. 200.9:v. 159.5] | | 
h h | pr 
1.53! 2.08" — |23.4 —h5.0 =1020032, | | | 
| | lv. 2092.0!v. 202.1 WT 
| "de | | Î 
1.38’ “14 28.110 —) 3.162! 1" 
v. 201.7,v. 159 | + 
ca 
h h | au 
PRE | 160) 21425 141 —} 2970, 21.81 14.868094] SW | 5 0.1 
M4905 v 199.5 
h | h | | | 
2.91'| 2.86’ Li —=210 =}. 0.020, D 
v. 1941;v. 195.3! | 
| 
Des h h | | | | 5 
1.35/| 1.50/+/218 —'140 —| 2.820, | 
96,5 v. 159 | | | ie 
r h h z ! | | 
g 4 1:571 2.12 1 = 182" — 3.160/, 25.6 F9 AS? MSN OT LeT ES 
A iv. 196,5 v. 155 | abri 
h h ! | 
218") 208 0200 =] 0 0.011, , 
| [v. 197.8 v. 196 9 | | | 
+ Ro rt | | 
1.30" 1.45/14- 21.5 ==! 90 | 5.000), | | 
\v. 195.3 155.8 (e | | 
h h | : Le 
nu 1.52 2.07—225 — a 9.4 — 5.162}, 26.0! 12,7150 ‘Ja KE HR Ê 5 
| v. 199.5 v. 135 | 
h h | 
215799912020 —=1923 — 0.039 07, 
[v. 199.7. v. 198.5 
| Y 
115 Nr DIE S IG 0 mi te] 55 0 | | 
; 49 | . Fi à 4 99 1 
| [v. 201,9 v. | 
h h | ! 1 j 
5 2,07) 2.991952 5.9 = 241%, 97.9 11454 WSW ILES L 5 
“4 [v. 202.1. v. 168.5 | | 
| h h | 
DO S48 030 028: 0.028 0/, D A 
) v. 20L. lv. 200.5 | | 


Em mm 
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| a = 2 © = 
= © 2| © ? #0 x = ss 
ES + IS MIS) , K |S1< 
5 200 (log V°-log PV’) Ê 5:52 00) 5 | :$ ©] An- 
< 70 1 Fab our PA dt 4 0 x &0 n 
Datum FH y L4 15 . É 3% ÊS 8 = ë merkungen 
£ |È 
von | bis Et a E E RlA 
bh h 
2.0’ | 2.15/|+193.7 —117.0 — 2.140/, : 
(v. 204.1\v. 174 
SAN) | SALES | . à 
2.21/| 2.36/|—128.6 —|15.0 — 2.90 0/, 28.8| 12.7148 0] W | 5.510|4 
1902 
v. 203.7/v. 164 
h 
2.43! 2.581— 999 —l297 — 0.020 4, 
h h 
4 1.15" 1.80/+ 22.1 —|13.8 — 2.98 0, 
iv. 197.7|v. 158 
DSYNIT A) LEO e) à | sw 
1902 1.37/, 1.52 — 23.0 —|14.0 — 8.140/, 29.1) 14.1147 0/, 10 |1|4 
| v. 201.3/v. 159 
h h 
1.58, 2.13’/—122.0 —|21.9 — 0.011 °/, 
| lv. 197.3|v. 196.9 
b h 
1.20’) 1.35/,+123.6 — 15.5 — 2,740, 
v. 203.7/v. 166.5 
CAT ni ES er æ as ° 
1902 1.42’! 2.57 —123.9 —116.8 —| 2450, 28.4] 19.166 °/,, SW | 7.510]|3 
| v. 204.9 v. 170.5 
h h 
\| 2.04/| 2.19—123.0 — 22.8 — 0.028 °/, 
! |v. 201.3,v. 200.5 
SES 
:112.32/.12.47/.+ 23.0 — 12.2 — 3.920), 
| 1. 201.3!v. 150 
SON VITRE ee 
1902 4[12-53'| 1.08/.—|23.9 — 14.0 — 3.880), 27.2) 9.613502) NNE | 7.5\1|3 
v. 204.9 v. 159 
h h 
\| 1.15! 1.30//—122.5 — 22.3 — 0.028 0), 
v. 199.3 v. 198.5 
ol à 
1.05/| 1.20/;+123.0 —112.5 — 3.790 
| |v. 201.8/v. 151.5 
ETC AG 104)! EN ER … 0 
1.26/| 1.41’/—123.1 —|13.8 — 3.250/, 26.6| 15.860 °/,| SW | 9014 
1902 0 
v. 201.7,v. 158 
h h 
1.48/| 2.03/—122.9 —\227 — 0.020 0}, 
v. 200.9 v. 200.1! 
August 1902. 
EE 
12.25/.12.40/+ 98.9 —|13.2 — 3.720), 
| | fr 204917. 155 
1 /VIL. )] sp eo En ss : , 
1902 .46/| 1.01/;—124.0 —114.6 — 8.170 25.2] 16.816904 S 2 1015 
| | |v. 205.8. 162 
h ‘ h 
1.07. 1.22/— 28.4 —23.2 — 0.0320/, 
| | iv. 202.9 v. 202.1 


Del 


| 
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a 8 e Ë 0 © bo # AE 
& 0_ n| 8 [50 Eù © 8 | 
à : y |200(logV°-logV”)) À |EX 85 8 | $ |SISI An- 
Datum |Beobachtet ë L'4 L'4 D RE TEE 1e 5 E à CE = Ë É È ë merkungen 
von | bis Ai E AA 
h h 
1.30/| 1.45/+|23.6 —l130 —| 3.740, 
v. 203.7|v. 154 
h h 
2 151) 20611280 —h28 —| 3.52% 26.8/15.2580,] N | 11015 
v. 201.3/v. 153 
b b 
2.13/| 2.28/—1228 —\226 —|  0.027°4, 
v. 200.5|v. 199.7 


40e NE | 
12.20’ 


12.854 22.7 —|14.5 —| 3.260, | 
(y. 200.1/v. 161.5 
8JVNL. )o 9257 Ho 13.2 3.480 2721147655] SE |1 
Don 4212.57 28.0 —l13.2 — 48% 2] 14.755 0, 2 [114 

v. 201.3|v. 155 

h h 

2.03/| 2.18//— 229 —|l92.7 = 
v. 200.9/|v. 200.1 


v. 203.3|v. 164.5 


h b 
pur 1.31] 1.46//—|225 —|13.8 — 
v. 199.3/v. 158 


h h 
1.53/| 2.08’ 


3.09% 26.2] 15 15904! NW | 15 |1/2 


—|22.0 —=121.8 — 
v. 197.3/v. 196.5 


0.028, 


h h 
1.35’) 1.50/+123.9 —|16.9 —| 2.220) 
v. 204.9/v. 173.5 
b h 
SUUE ÀÙ 156! 211240 —h170 =] 221% 25.8| 14.815907, Nw | 5112 
v. 205.3|v. 174 | 
h h 
2.18/| 2.83/—|23.2 —l230 —| 0.022, 
v. 202.1|v. 201.3 
h h 
1.32’ 1.47/+23.9 —N5.5 —| 27704 
v. 204.9/v. 166.5 
3JVUL }| Lol 208 ma o x 
AL) 1591 208/—242 =h72 —| 2229, 26.4] 17.0166°),| NW | 45/1|2 
1902 v. 206.3/v. 175 
h b 
2.14 2.291—\93.2 —|23.0 — 


b 
1.25//+123.5 —|15.1 — 
v. 202.1|v. : 


0.0220/, | | 


v. 201.8|v. 171.5 
JVIII F 
.JVIL 2.11//—|22.6 —116.7 —| 1.950, 27.116.759 0) NW | 3113 
1902 v. 199.7|v. 172.6 


h 
2,33/|—1922,4 —|22.8 — 
v. 198.9/v. 198.5 


0.016 0}, 


2.130/, 
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b 
1.48//+122.2 —|10.2 —| 4.76% 


s 5 lo8lo8l | 12% 
54 + = m4 » H pe! 
£ 200(1og V°-logP')) É (Ets. m5 | $ El) An. 
bachtet|S| yo D NP PSS ST at à 5 || 
Datum | Beobac É v LA 15 ë- Ê* CE ES É £ |E[merkunge 
von | bis Al sl e = mA 
h LU LA 
12.17/12.32/|+ 125.0 =16.0 — 2.89% 
à x v. 210.3;v. 169 
SJUUL JHas9/12.54 255 —hi46 —| 304,  -|258/188/76) SE | 5 |113 
Lie v. 203.3|v. 162 
1.0’ | 1.15/—123.0 —122.8 —|  0.0280/, 
v. 201.3|v. 200.5 
v. 198.1/|v. 138.5 
h h 
SU 2 1541 2.091222 —| 92 =| 5.14% 28.7| 9.9/8407,| SE |15 [415 
v. 198.1/|v. 134.5 
h h 
2.15'| 2.30//—122.3 —|22.1 —| 0.028°,, 


v. 198.5|v. 197.7 


———— —————————— | ——_—_—_— | _—_—_—_—_——_—_]_—_—_—_— 
0 


h 
1.20 nes —]15.8 —| 268% 
v. 205.3|v. 168 
b 
hs 141/— 28.5 —l5.3 —| 2750, 25.4] 16.869 | wNw! 12 |2|2 
v. 203.3[v. 165.5 
h 
2.03/|—123.7 —|23.5 —| 0.027, 
v. 204.1|v. 203.3 
h ; 
1.45/+123.6 —151 —| 2860, 
v. 203.7|v. 164.5 
ss #1 
FE AcES 1.51/| 2.06/—|23.7 —|16.0 —| 2530, 27.416.159) W | 61313 
v. 204.1|v. 169 
h h 
2.13] 2.281232 —|23.0 —|  0.0220), 
| |v.202.1|v. 201.3 Pr 
12./VIIL. 1902. | Sebr 
windig. 
h h 
12.27/12.42/+|23.0 —{|13.0 —| 3.570, 
v. 201.3lv. 154 
13./VIIL NN. |... : ; 
1002 ‘4112.48’ 1.03—123.4 —|138 —| 3.550, 22.7| 8.91440/,| WNW] 15 |0|15 
v. 202.9/v. 155.5 
h h 
1.09/| 1.24/— 128.0 —1|22.7 —| 0.044, 
v. 201.3/v. 200.1 


b h k 
12.86/12.50/+123.6 —h161 —° 246%, | 
v. 208.7|v. 169.5 
h bh ; 
NL 256) 111/—23.9 155 —| 277% 24.0] 11.7/53 | NW 
v. 204.9/v. 166.6 
bh h É 
1.17, 1.82/—l08.0 —l228 —| 00980, 
v. 201.8|v. 200.5 


DIN 
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PE MIEIEE 
8 200(Log Ve-logP')] & [5 %|5 El EE 
Datum |Beobachtet || V9 | V' | 5 /SÈ|SE É 3 le fs æ 
© |- Le] 2 © Qo 
L. ga [89 E: j 4 A 
von | bis ES (FSIRSl RE RE 
h h 
12.0 |12.15/+123.3 —l140 —| 3.220, 
| | 2025 159 
Mu 12.21/12.36//— 99 5 —l12.6 —| 3610, 2241123620] WNw| 41315 
K = v. 199.3/v. 152 
12.43//12.58//—|22.6 —|22.4 —| 00220), 
v. 199.7/v. 198.9 
h h 
1.25/| 1.40/+1/240 —h5.8 —| 2680, 
Y. 205.3|v. 168 
h 
INT Al 147) 202238 —N155 —| 2.750, 25.0, 14.160°/| NNW) 6 |114 
v. 204.5|v. 166.5 
h h 
2.08/| 2.23//—12.9 —122.7 —|  0.0200,, 
v. 200.9/v. 200.1 | 


h h 
1.28/| 1.43 be 54 —| 270%, 
11: |v. 208.3/v. 176 
ITA | 149] 2.04/—23.2 —l144 —| 2320, 26.2] 11.9/47 0] NW | 3115 
v. 202.1/|v. 161 
h h 
2.10/| 2.25/ 


—|21.2 —|21.0 —| 0.020, h 
v. 194.1|v. 193.3 | 


h h 
1.35/| 1.50/+l93.6 —l15.2 —| 2820) 
L v. 203.7|v. 165 
h 
IN 1,561! 2.11/—23.4 —h15.5 —| 264%, 26.4] 17.316704) W 
v. 202.9/v. 166.5 
h h 
217| 232-228 —l26 | 0.027, 
v. 200.5|v. 199.7 
h h | | 
1.22! 1.37/+/92.0 —h6.1 —| 2.02, 
v. 197.3|v. 169.5 
h b 
1 NE 144) 159222 —h62 —| 203%, 26.3/17.2/77 04) NW | 5 |113 
v. 198.1|v. 170 
h h 
2.05/| 2.20/|—|21.9 —l21.7 =| 0.034, 
v. 196.9/v. 196.1 
h h 
1.35 1.50/+193.2 —\149 —| 2810, 
v. 202.1[v. 163.5 
h h 
20 À 157] 219181 =l141 =| 512% 28.0! 15.8155 | NW | 11013 
190 v. 201.7|v. 159.5 
h h 
2.18 2.83 |22.8 —l226 —| 0.027, 
v. 200.5|v. 199.7 


25* 
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a É ° % ° 5 £ EE 
Le] = | 
2 200(log V-log 7”) À [5:21 à 20 $ |ElSI An- 
a 0 HN] Ed RS A SES % | bo n 
Datum | Beobachtet É V L4 15 = E 4 # à 8 E ë merkunge 
von | bis a |[°S re = BA 
h h | 
1.03! 1.18//+123.0 —|15.8 —| 2.610 
v. 201.3|v. 165.5 
SIINHE NE NL: : à 
1.24!) 1.39//—122.0 —114.8 — 2.54 27.4 18.2167 J! WNW| 41214 
1902 0 0 
v. 197.3|v. 163 
h h 
1.45/| 2.0’ |—122.2 —122.1 — 0.0120/, 
v. 198.1/|v. 197.7 
h h 
1.07/| 1.22/+193.2 —|16.0 —| 2.370, 
: v. 201.3/v. 160 
22 VU | 198! 1431—l23.6 —h70 =| 212% 26817065 ,wnw! 8 |1l4 
: * v. 203.7|v. 174 
1.50/| 2.05//—|23.1 —122.9 —|  0.0350, 


v. 201.7/|v. 200.9 


bh 
1.52/4+128.5 —l15.2 —| 2790, 
: v. 203.3lv. 165 
h 
28/NUL 1,59 2.141—l284 —h5.6 —| 2600, o4s8| 78840] Nw | 71112 
|, | poser 
2.21! 2.361227 —|l225 —| 0.022, | 
v. 200.1[v. 199.3 
h h 
1.40’ 1.55//+\23.4 —/15.0 —| 2.840, 
|, |'pr2020x 164 
25.[VIIL. 
AL 4202 217/—/22.2 =h40 —| 29204 26.0! 13.415407, s8w | 7 l112 
k : v. 198.1|v. 159 
2.231, 2,38 -|021 —l21.8 —| 0.038, 
v. 197.7|v. 196.5 
h h 
1.20/| 1.35+|22.0 —15.0 —| 2.460), 
à v. 197.31. 164 
26./VIIL. à 
OL nan 1561—l221 —l149 —| 2,520 25.4 12.8480,) SE | 11015 
Re |, | paisriricss L f 
2.02’ 2.17—|23.6 —|23.4 —|  0.0320,, 
v. 203.7/v. 202.9 
b h À 
1.0’ | 1151412283 —l24 =| 3.640, 
|, L'rsesris 
27.[VIII. 
Ar 192! 1871-1226 =hs6 —| 3210 26.4| 10.9420),| SE 
v. 199.7|v. 157 


h h 
1.43/| 1.58/|—122.0 =1218 — 0.028°/, 
v. 197.8|v. 196.5 
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mn = = © — 
S o 2| © 2? 20 #4 à gr: 
0_ 1 8 |[SDEt a | K |S 14 
Datum |Beobachtet|S] ve | y [OO en) £ ÉÉSS LE £ EE 
es) 2 "0 |'@'o { 
N 8 2 5  |.£ 1514 
von | bis E (SI S £ E Al 
bh 
14541229 —\148 —| 2590, 
9 À v. 198.1/|v. 163 
pour 1.52! 207/—|228 —|144 —| 2790, 27.0 14 53%,) O | ol1|4 
: < v. 198.5|v. 161 
2.13/| 2.28/|—122.0 —1218 — 0.028‘, 


v. 197.8/v. 196.5 


£ v. 201.3|v. 151 
VIII b 
Me * 1 187/| 1.52/|—122.4 —112.0 — 3.85% 80.3] 9.9/800/,| ESE | 4 |115 
v. 198.9/|v. 149 
h b 
1.58/| 2.13/|—122 4 —122.2 — 0.033, 


v. 198.9/v. 198.1 


b 
1.22 1h80 =15.1 —| 2370) 


v. 204.9/v. 164.5 


b 
BAL 1.43//—122.6 —{15.0 —| 2.120), 26.8| 17 (65, WNW| 8 |115 
v. 199.7|v. 164 
h 
2.05'|—|23.1 —|22.9 —| 0.035, 


v. 201.7|v. 200.9 


h 
1.30’|+123.0 —112.4 — 3.83% 


ù | à 
12.25/12.40/|+123.0 —|17.0 —|  1.930/, 
v. 201.3|v. 174 
vu Ms | 
HEAR * 4[12.47| 1.02 —|22 9 UE —| 2.200, 81.8|10.8/290/,| SE | 2 |0|3 
v. 200.9|v. 170 
à | à 
1.08/| 1.23//—122.3 —|22.2 —| 0.0160/, 
v. 198.5|v. 198.1 
September 1902. 
h h 
1.85/| 1.60/|+122.8 —|14.1 —| 8.040, 
v. 200.5|v. 159.5 
ax Ne 
1902 <| 1-56’ etes 2 ne 8.09% 29.6] 11.6/860,,| SSE | 5 |0|3 
V. .11V. 
LUE: 
2.17/| 2.89/l—|22.1 —121.9 —| 00220, 
v. 197.7|v. 196.9 
h bh 
1.47/| 2.02/+122.0 —|14.8 —| 2.540, 
v. 197.3|v. 163 
IX Joel 008 0 | 8 
1h02 {| 2.08! 2.23 — 222 Le 15.1 = 2,474, 28.2! 18.615400] SE | 4014 
V. .1|v. ; 
Lx 
2.29 2.44/1—121.9 —|21.7 —|  0.03404, 


v. 196.9/v. 196.1 
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5 |. 8 £ |# 
E 200(1og V°-log V’) 8 Ë'% ] ES 
Datum |Beobachtet |2| V° L'4 PE ere à E £ 3 E È 
© & a 
N < 5 1 |© 
von | bis Ale E [AA 
h h 
12.48! 1.03/+\23.0 —l146 —| 2.890, 
v. 201.3/v. 162 
h h 
SOC aol 1.25/—l23.8 has —| 324%, 2172/1475) NW | 8 |0|5 
v. 204.5|v. 160.5 
h h 
1.31/| 1.46/—|22.8 —\226 —| 0.027, 
v. 200.5|v. 199.7 
h h 
1.30’) 1.45/+/23.1 —15.7 —| 2460, 
v. 201.7|v. 167.5 
b h 
AUDE {| 1511 2.06/—o41 —h174 =] 2090, 28.0/15.31550,|Wsw| 8 |014 
v. 205.8|v. 176 
h h 
2.13 2.38/—|230 —|22.8 —| 00284, 
v. 201.3|v. 200.5 
h h Fret 
1 33! 1.50/+|220 —h13.0 —| 3.280, 
v. 197.3|v. 154 
h h 
SX 156! 2111222 has —| 2800, 28.5|11.4890,] SW | 7 [015 
1902 
v. 198.1/v. 163 
h h 
2.17 2.32|— 29.0 —|21.7 —| 0.026, 
v. 197.3lv. 196.1 
h h 
12.58 1.13/-1123.8 —l142 —| 3.280, 
v. 204.5|v. 160 
h h 
GR A 119) 1.341—240 —h55 —| 280% 28.4] 1131390) SW | 3 |ol4 
v. 205.3|v. 166.5 
h h 
1.40’! 1.55/—|22.2 —l220 —|  0.02604, 
v. 198.1|v. 197.3 
h h 
2.0 |2151+l218 —\132 —| 3.160, 
v. 196.51v. 155 
h h 
TX. aol 2361225 —l144 =| 2840, 25.6 15.061 °,| WSsw| 9 |ol4 
1902 
v. 199.3|v. 161 | 
b h 
2.43| 2.58 {21.0 —|20.7 —| 00400), 
v. 193.3[v. 192.1 
h h 
1.25) 1.40/+122.1 —13.6 —| 3.060, 
v. 197.7/v. 157 
h h 
BE 1146! 201/—la16 —h29 —| 3.22% 25.711407) SW | 6 |0 
: v. 195.7/v. 153.5 
h 
2.07! 2.22—|1.8 —l21.6 —| 0.020), 


v. 196.5|v. 195.7 


Es | 
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| S BE le%l08) | |#S 
À 2 200 (log Vo-log P') 8 [5%]. &| 8 |B|S 
Datum |Beobachtet|5| yo | pr [OC EP) Ê ÉPEPÉS |S MIE] An 
2 S 15 E) 2e|le 8 ES RE merkungen 
| si 5 RSlAS ITR |E 85 
} von | bis CA Mt ee = MA 
EE 
| - h h 1 
| 1.55’! 2.10/+123.0 —l15.9 —| 2370, 
v. 201.3/v. 168.5 
eo 41 2.16’! 2.81/1—123.2 —{15.8 —|  2.450/ 26.8] 14.0/53 0] SW | 2014 
1902 0 0 
v. 202.1|v. 168 
| h b 
| 2.37 2.52|—|29.6 —|22.4 —|  0.0220, 
| v. 199.7|v. 198.9 
11 
| h h 
| 1.28/| 14341222 —|150 —| 2510, 
v. 198.1|v. 164 
LES Re re 2 
1902" 0] 149] 2.051234 =!159 —| 2480, 26.8] 16.061 | SW | 11013 
| v. 202.9/v. 168.5 
h h 
| 2.12! 2.27/—122.0 —|218 —|  0.028°,, 
v. 197.3/v. 196.5 
. k h ; 
1.08! 1.23/+121.8 —|129 —| 3.290, 
v. 196.5v. 153.5 
11./IX. ee Er où ad ; + 
1.29/| 1.44/—|22.8 —|143 —| 2900, 26.7113.51520/,| SE | 31015 
1902 
v. 200.5/v. 160.5 
h b ; 
1.50! 2.05/|—|22.3 —|22.1 —| 0.028°,, 
v. 198.5|v. 197.7 
h h 
1.33/| 14841218 —125 —| 3460 
LE 196.5/|v. 151.5 
Sn ER Li Ty nd o ° 
1.54! 2091-1220 —|12.6 —| 3.480, 27.0|15.8/59°),| SW | 551014 
1902 
v. 197.3|v. 152 
h h 
2.15/| 2.30//—|21.8 —|21.6 —| 0.034, 
v. 196.5|v. 195.7 
k Sebr 
13.—14./IX. 1902. windig. 
| h h , 
1.07 | 1.151+123.1 —|160 —| 2.350, 
v. 201.7|v. 169 
h bh 
15./1X. | 191 1.361—Ï22.9 —l171 —| 1.850 24.8| 12.215204) NW | 5 1314 
1902 0 
v. 200.9/v. 174.5 
h h 
1.42/| 1.571223 —|221 —|  0.028°/, 


v. 198.5|v. 197.7 


228 —128— 
v. 198.5|v. 153 


—|22.0 —|140 —| 28804, 22.8] 12.3160 | NW 
v. 197.3|v. 159 ; 


—|22.0 —|21.7 —|  0.045%, 
v. 197.8|v. 196.1 


3.470, 
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aèles PE 
el À ä 

£ 5 [24204 ,0 | 
S , [200(log V°-log V’)) 5% 5 8 5 $ Ë ce 
Datum |Beobachtet E yo L'4 PAIN Y-UNSÉET: LE 219 £ à £ Ë £ 3 E ÿ 
a |= K F=| A 
.. ÎN 435153 A | los 
von | bis E el MU = mA 


v. 193.5|v. 151.5 
17./IX 0 " 
1902 41 221! 2.36/—|21.4 113.0 —| 311% .|22.0/122/63%| NW | 8 1015 
v. 194.9/v. 154 S 
h bh 
2.43/| 2,58/|— 21.2 —120.9 —|  0.0320/, 
v. 194.1/v. 192.9 


h h 
2.0 | 215+121.0 —l12.5 —| 3.33%, 


b 
1.53/|+123.8 —116.2 — 2.55 4, 
v. 204.5|v. 170 
18/IX. ]| 59 914 Ar o | NW | 61113 
1902 1.59/| 2.14/|—123.0 —1149 — DST 23.4] 14.065 °,, 
v. 201.3/v. 163.5 
h b 
2.21/| 2.36/|—122.7 —122.5 — 0.022 %, 

v. 200.1|v. 199.3 


b h 
1.35! 1.50/+220 —h5.8 —| 2140 
v. 197.3|v. 168 
h bh 
EX Jusr| 2121-1222 —h60 —| 21°, 23.6| 12.9/60%,| S | 2.5/0|3 
v. 198.1|v. 169 
h h 
2.19| 2.34/—|21.9 —|21.7 —|  0.0340, 
v. 196.9/v. 196.1 
h h 
140 1.55/+/220 —\142 —| 2660, 
v. 197.3|v. 159.5 
20./IX. : - : 
2.02| 217/—122.2 —l13.8 —| 3.00%, 23.8] 10.849 07] NW | 1 lol4 
1902 v. 198.1|v. 158 
b b 
2.23 2.38/—|21.8 —21.6 —| 0.034 


v. 196.5/|v. 195.7 


h 
1.33/+122.0 —|142 —| 2790, 
v. 197.3v. 160 
21./IX. à LR si E : : 
1302" 41 140! 1.55/—|21.8 —|13.5 —| 3.03, 22.4] 911459,| NW | 41015 
v. 196.5/v. 156.5 
h h 
2.02! 2.17|—|21.9 —121.7 —|  0.033% 


v. 196.9/v. 196.1 


b 
2.34/|— 122.5 —122.3 — 
v. 199.3|v. 198.5 


0.028 °/, 


Hi 2 |twl£ 
£ & | 2,4 & | 
| © 200(log Vt-log PV’) & [5 É0 ZE) < ÉREIS 
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® 5 4 (28 So = 'S E ‘8 |2|merkungen 
N © |<4 E en È ‘A È 2|15 
Mode re = Ré 
h h 
| 2.03! 2.18/1+122.0 —\12.1 —|  3.7004, 
v. 197.3|v. 149.5 
IX. Pare 
902 2.24/| 2.39//— 199.1 —|13.2 == 8.249, 22.7] 8.742, W 2 10|14 
v. 197.71v%. 155 
h b 
2245) 3000191917 — 0.034 °/, 
| V. 196.9 v. 196 1 
—————————— —————— "© 
h- | » 
| 1.38/| 1.53//+122.8 —1125 —| 3.66% 
fl v. 200.5|v. 151.5 É 
b h | ; 
BIC. ] 1591 21411221 —h28 —| 3380 120.4! 7.5429/) N | 451015 
1902 0 | 0 
| v. 197.7|v. 153 
| h 1 
1] 2.201! 2.35/—\92.2 —22.0 —|  0.022° | 
| v. 198.1|v. 197. | 
| h b 
| 1.28'|: 1.43 +122.0 —=112.2 — 3.65 0}, 
| v. 197.3|v. 150 
sx. | | 
rs 1249102071 22.0—|\12/10— 3,700}, 21.8! 8.61440/, NE 4,5|8|4 
| v. 197.3|v. 149.5 ; 
h h 
2.10/| 2.25/|—|21.0 —1|23.9 —| 0.016 
v. 205.3|v. 204.9 


| Heftiger 
%6./IX. 1902. Wind. 


b h 
1 1.10/| 1.25/|+128.2 _li61 = 2,830], 

v. 202.1 v. 169.5 

»7.J1X. > , » 1 € | 0 9 all 

1902 1.32/| 147//—193.0 —=116.8 — 2.020} 21.2] 8.0470/, SE 10 1912 

v. 201.3 v. 173 
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15351208 1254=233 — 0.016 0}, 

v. 202.9 v. 202.5 
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RER 
h b | 
148! 2.03:+/23.2 —16.0 —| 237%, 
v. 202.11v. 169 
h h 
| 209! 2941033 40 =| 2840, 21,6114.0/7304) W | 61314 
1 v. 202 5v. 163.5 | 
h h 
2301 2.45/1— 123.5 —|233 —| 00320, 
v. 203.3/v. 202.5 
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